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ПРЕДИСЛОВІЕ  КО  ВТОРОМУ  ИЗДАНІЮ. 


Второе  изданіе  „Краткаго  курса  аналитической  геометріи  и 
дифференціальнаго  и  интегральнаго  исчисленій “  имѣетъ  ту  же  цѣль, 
которую  преслѣдовало  его  первое  изданіе,  а  именно:  служить  по¬ 
собіемъ  при  изученіи  элементовъ  высшей  математики  для  тѣхъ 
лицъ,  которымъ  приходится  имѣть  дѣло  съ  приложеніями  мате¬ 
матики  въ  естествознаніи,  техникѣ  и  общественныхъ  наукахъ. 

Въ  курсѣ  имѣются  два  шрифта,  при  чемъ  мелкимъ  шрифтомъ 
напечатаны  тѣ  главы  и  параграфы,  которые  могутъ  быть  опущены 
при  первомъ  ознакомленіи  съ  основами  аналитической  геометріи 
и  дифференціальнаго  и  интегральнаго  исчисленій. 

Измѣненія,  сдѣланныя  во  второмъ  изданіи,  помимо  редакціон¬ 
ныхъ  поправокъ,  сводятся  къ  перемѣнѣ  въ  расположеніи  мате¬ 
ріала,  относящагося  къ  производнымъ  высшихъ  порядковъ,  нѣ¬ 
которымъ  сокращеніямъ  въ  ученіи  о  показательной  функціи,  нѣ¬ 
которому  расширенію  главы  о  рядахъ  и  увеличенію  числа 
упражненій  на  изслѣдованіе  измѣненія  функціи. 

Мартъ,  1915  г. 


С.  Виноградовъ . 
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ВВЕДЕНІЕ. 


Въ  курсѣ  такъ  называемой  элементарной  математики  полагается 
основаніе  знакомству  съ  тремя  основными  математическими  поня¬ 
тіями,  а  именно:  съ  понятіемъ  числа. ,  уравненія  и  функціи .  Пер - 
вому  изъ  нихъ  въ  средней  школѣ  удѣляется  наибольшее  вниманіе 
и  отводится  наибольшее  время.  Въ  ариѳметикѣ  разсматривается 
сначала  счетъ ,  какъ  первый  основной  процессъ,  который  приво¬ 
дитъ  къ  результату,  выражающемуся  числомъ;  затѣмъ  изучаются 
дѣйствія  надъ  натуральными  числами,  являющимися  результа¬ 
томъ  счета,  и  указываются  нѣкоторыя  ихъ  свойства;  наконецъ 
дѣлаются  первые  шаги  на  пути  расширенія  понятія  числа,  а 
именно:  вводятся  число  нуль  и  дробныя  числа,  и  указывается 
второй  основной  процессъ  полученія  числа:  измѣреніе . 

Дальнѣйшее  изученіе  числа  переносится  обыкновенно  въ  курсъ 
алгебры.  Здѣсь  разсматривается  дальнѣйшее  расширеніе  понятія 
числа  и  вводятся  числа  отрицательныя,  ирраціональныя  и  ком- 
плексныя . 

Второму  основному  понятію  —  понятію  уравненія  —  отводится 
несравненно  меньше  времени  и  мѣста.  Изучаются  лишь  уравненія 
первой  и  второй  степеней  и  нѣкоторыя  уравненія,  приводящіяся 
къ  уравненіямъ  второй  степени. 

Наконецъ  третьему  основному  понятію — понятію  функціи — 
въ  средней  школѣ  или  совсѣмъ  не  оказывается  мѣста,  или  удѣ¬ 
ляется  весьма  мало  времени  и  вниманія. 

Кромѣ  ариѳметики  и  алгебры,  въ  курсъ  математики  средней 
школы  входятъ  еще  геометрія  и  тригонометрія.  Та  и  другая 
представляютъ  обыкновенно  обособленныя  части,  и,  если  въ  гео¬ 
метрическихъ  задачахъ  на  вычисленіе  пользуются  ариѳметикой 
и  алгеброй,  то  въ  ариѳметикѣ  и  алгебрѣ  обыкновенно  не  при¬ 
бѣгаютъ  къ  помощи  геометрическихъ  иллюстрацій  и  интер¬ 
претацій. 

Описанный  выше  въ  краткихъ  чертахъ  обычный  курсъ  эле¬ 
ментарной  математики  содержитъ  въ  себѣ  почти  только  то,  что 
было  достояніемъ  науки  до  X VII  столѣтія.  Изъ  математическихъ 
открытій,  сдѣланныхъ  съ  XVII  столѣтія,  въ  элементарный  курсъ 
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вошла  только  теорія  логариѳмовъ  и  начинаютъ  входить  ученія  о 
координатахъ  и  функціи. 

Такимъ  образомъ  создалась  отсталость  общеобразовательнаго 
курса  математики  отъ  ея  современнаго  состоянія  болѣе,  чѣмъ 
на  300  лѣтъ.  Между  тѣмъ  приложенія  математики  къ  вопросамъ 
естествознанія,  техники,  статистики,  политической  экономіи, 
финансовыхъ  вычисленій,  страхового  дѣла  съ  каждымъ  годомъ 
расширяются,  и  лица,  занимающіяся  этими  предметами,  встрѣ¬ 
чаютъ  не  малыя  затрудненія,  если  они  обладаютъ  только  тѣми 
математическими  знаніями,  которыя  даетъ  обычный  курсъ  эле¬ 
ментарной  математики. 

Приложенія  математики  требуютъ  знанія  способовъ  относиться 
къ  явленіямъ  природы  и  соціальной  жизни  не  только  съ  точки 
зрѣнія  наблюдателя,  регистрирующаго  явленія,  но  и  съ  точки 
зрѣнія  ученаго  или  практическаго  дѣятеля,  который  долженъ  умѣть 
учесть  наблюдаемые  факты  въ  интересах!,  своего  дѣла. 

Наблюденіе  явленій  природы  и  соціальной  жизни,  какъ  бы 
поверхностно  оно  ни  было,  указываетъ  намъ  два  факта.  Первый 
изъ  нихъ — измѣняемость.  Наприм.,  камень,  брошенный  вверхъ, 
мѣняетъ  свое  положеніе  въ  пространствѣ,  температура  въ  раз¬ 
личные  часы  дня  различна  и  т.  д.  Второй  фактъ  —  соизмѣняе¬ 
мость.  Напр.,  наибольшая  высота,  которой  достигаетъ  брошенный 
вверхъ  камень,  измѣняется  вмѣстѣ  съ  силой  первоначальнаго 
толчка;  температура  воздуха  измѣняется  при  измѣненіи  высоты 
солнца  и  т.  д. 

Чтобы  имѣть  возможность  сдѣлать  наблюденіе  объектомъ  ма¬ 
тематическаго  изслѣдованія,  нужно  1)  измѣрить  интересующую 
насъ  величину,  т.-е.  выразить  ее  числомъ,  и  2)  сопоставить  по¬ 
лученныя  при  этомъ  числа  съ  другимъ  рядомъ  или  другими  ря¬ 
дами  чиселъ,  выражающихъ  результаты  измѣренія  другой  вели¬ 
чины  или  другихъ  величинъ,  совмѣстно  съ  первой  измѣняющихся. 

Такое  изученіе  совмѣстныхъ  измѣненій  даетъ  намъ  возмож¬ 
ность  судить  о  зависимости  двухъ  или  нѣсколькихъ  величинъ. 

Обыкновенно  зависимости,  которыя  представляются  намъ  при¬ 
родой  и  жизнью,  оказываются  весьма  сложными.  Сохраняя  сущ¬ 
ность  задачи,  математика  упрощаетъ  ее,  разсматривая  сначала 
зависимость  только  между  двумя ,  а  потомъ  между  многими  вели¬ 
чинами,  и  предполагая  при  этомъ  возможность  выразить  эту  за¬ 
висимость  посредствомъ  уравненія. 

Величина,  способная  измѣняться,  т.-ѳ.  принимать  различныя 
значенія,  называется  перемѣнной  величиной.  Изъ  двухъ  перемѣн¬ 
ныхъ  величинъ,  измѣняющихся  въ  зависимости  одна  отъ  другой, 
одна  называется  независимой  перемѣнной,  а  другая  ея  функціей. 
Точно  также  изъ  многихъ  перемѣнныхъ  величинъ,  измѣненія 
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которыхъ  связаны  между  собою,  одна  называется  функціею 
остальныхъ.  Зависимость  же  между  величинами  называется 
фу  и  кц  іо  н  ал  ь  ною. 

Методы  изслѣдованія  функціональной  зависимости  не  входятъ 
въ  курсъ  элементарной  математики.  Приложенія  же  математики 
въ  различныхъ  отрасляхъ  знанія  требуютъ  знакомства  именно 
съ  этими  методами.  Поэтому  центральнымъ  понятіемъ  краткаго 
курса  высшей  математики,  назначеннаго  для  но-спеціалистовъ, 
является  понятіе  функціи ,  а  задачей  его — ознакомленіе  съ  основ¬ 
ными  методами  изслѣдованія  функціональной  зависимости . 

Эти  методы  излагаются  въ  аналитической  геометріи  и  въ 
исчисленіи  безконечно  малыхъ,  которое  распадается  на  двѣ 
части:  дифференціальное  и  интегральное  исчисленія. 

Основанія  этихъ  отдѣловъ  математики  и  составляютъ  содер¬ 
жаніе  настоящаго  курса. 


ГЛАВА  I. 


Координаты  точки  на  прямой,  на  плоскости  и  въ  пространствѣ. 

§  1.  Координата  точки  на  прямой.  Для  того,  чтобы  опре¬ 
дѣлить  положеніе  точки  на  прямой,  возьмемъ  на  этой  прямой 
произвольную  точку  О,  которую  будемъ  называть  началомъ 
(черт.  1).  Точка  V  этой  прямой  будетъ  вполнѣ  опредѣлена,  если 
будетъ  дано  разстояніе  ея  отъ  точки  Р,  т.-е.  длина  отрѣзка  ОР, 
и  направленіе  этого  отрѣзка.  Длина  отрѣзка  получается,  какъ  ре¬ 
зультатъ  измѣренія  его  какой-нибудь  единицей  длины ,  а  напра¬ 
вленіе  можно  различать  знаками 4“ и — >  условившись,  наир.,  счи¬ 
тать  положительными  отрѣзки,  откладываемые  вправо  отъ  точки  О, 
и  отрицательными — отрѣзки,  откладываемые  влѣво  отъ  нея,  и 
присоединять  знакъ-}- къ  числу,  выражающему  длину  первыхъ, 
и  знакъ  —  къ  числу,  выражающему 
длину  вторыхъ. 

Принявъ  такое  условіе,  мы  но-  О  А  Р  В 

лучимъ  для  каждой  точки  прямой  .  - - 

единственное  число,  которое  пазы-  Черт.  і. 

вается  абсциссой  этой  точки  и  обо¬ 
значается  обыкновенно  буквой  х. 

Обратное  также  справедливо:  каждому  числу  (вещественному) 
соотвѣтствуетъ  на  прямой  единственная  точка.  Такимъ  образомъ 
между  точками  прямой  съ  одной  стороны  и  числами  съ  другой 
устанавливается  взаимное  однозначное  соотвѣтствіе. 

Точку  Р,  абсцисса  которой  равна  х ,  можно  обозначать  сим¬ 
воломъ  Р  (#). 

Упражненія.  1.  Построить  точки  Р(  +  2),  Р(  —  3),  Р( 0),  Р(|/  2). 

2.  Показать,  что  разстояніе  АВ между  точками  А  (а)  и  В  (6)  равно  6 —  а . 
Разсмотрѣть  частные  случаи,  когда  а  =  3,  6  =  4;  а  =  4,  6  =  3;  а  —  0,  6  =  —  1; 
о  =  — 1,  6  =  0;  а  =  —  2,  6  =  —  3;  а  =  —  2,  6  =  3. 

Если  точка  V  движется  по  прямой,  описывая  отрѣзокъ  ДР, 
то  абсцисса  ея  измѣняется  и  принимаетъ  послѣдовательно  всѣ 
значенія,  начиная  съ  абсциссы  а  точки  А  н  кончая  абсциссой  6 
точки  В.  Кратко  это  выражается  такъ:  х  измѣняется  непрерывно 
отъ  а  до  6. 
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Глава  I.  Координаты  точки . 


§  2.  Прямоугольныя  координаты  точки  на  плоскости.  Для 

опредѣленія  положенія  точки  на  плоскости  возьмемъ  двѣ  взаимно 
перпендикулярныя  прямыя,  пересѣкающіяся  въ  точкѣ  О  (черт.  2). 
На  каждой  изъ  нихъ  укажемъ  то  направленіе,  которое  будемъ 
считать  п оложи тельнымъ . 

Пусть  эти  направленія  суть  Ох  и  Оу .  Отрѣзки,  откладываемые 
въ  этихъ  направленіяхъ  какъ  на  взятыхъ  нами  прямыхъ,  такъ  и 
на  прямыхъ,  имъ  параллельныхъ,  принимаются  за  положительные , 
а  откладываемые  въ  противоположныхъ  направленіяхъ — за  отри - 
нательные . 

Чтобы  опредѣлить  положеніе  какой-нибудь  точки  Р  плоскости 
относительно  прямыхъ  Ох  и  Оу,  опустимъ  изъ  нея  перпендику¬ 
ляры  Р($  и  РН  соотвѣтственно  на  прямыя  Ох  и  Оу.  Отрѣзокъ  ИР 
есть  разстояніе  отъ  прямой  Оу  до  точки  Р,  а  отрѣзокъ  фР  — 
разстояніе  отъ  прямой  Ох  до  точки  Р.  Измѣривъ  эти  отрѣзки 
опредѣленной  единицей  длины  и  принявъ  во  вниманіе  условіе 
относительно  знаковъ  отрѣзковъ,  мы  получимъ  пару  чиселъ,  со¬ 
отвѣтствующихъ  точкѣ  Р.  Эта  пара  чиселъ  называется  координа¬ 
тами  точки  Р.  Число,  выражающее  мѣру  разстоянія  ИР  точки  Р 

отт»  прямой  Оу,  называется  абсцис¬ 
сой ,  а  число,  выражающее  мѣру 
разстоянія  фР  точки  Р  отъ 
прямой  Ох ,  —  ординатой  точки  Р. 
Абсцисса  точки  обозначается  обык¬ 
новенно  буквой  х ,  а  ордината — 
буквой  у.  Прямыя  Ох  и  Оу 
называются  осями  координатъ, 
ось  Ох — осью  ховъ  или  осью 
абсциссъ ,  а  Оу — осью  уовъ  или  осью 
ординатъ . 

Точка  Р  съ  координатами  х  —  а  и  у  =  Ь  обозначается  симво¬ 
ломъ  Р  (а,  Ь). 

Обратно,  каждой  парѣ  чиселъ  соотвѣтствуетъ  на  плоскости 
единственная  точка .  Если  данная  пара  чиселъ  есть  (а,  Ъ),  то 
точка,  ей  соотвѣтствующая,  лежитъ  на  пересѣченіи  двухъ  пря¬ 
мыхъ,  изъ  которыхъ  одна  параллельна  оси  уовь  и  отстоитъ  отт, 
нея  на  разстояніи  а,  а  другая  параллельна  оси  ховь  и  отстоитъ 
отъ  нея  на  разстояніи  Ь. 

Такимъ  образомъ  устанавливается  взаимное  однозначное  соот¬ 
вѣтствіе  между  точками  плоскости  съ  одной  стороны  и  парами 
чиселъ  (вещественныхъ)  съ  другой. 

Точки  оси  ховь  имѣютъ  ординату ,  равнзчо  пулю;  точки  оси  упвь 
имѣютъ  абсциссу ,  равную  нулю.  Начало  координатъ,  т.-е.  точка  О, 
имѣетъ  обѣ  координаты,  равныя  нулю. 


У 

а 

р 

г 

0 

а  з 

Черт.  2. 


§  3.  Разстояніе  между  двумя  точками . 


и 


Выраженіе:  „ точка  дапа“  обозначаетъ,  что  координаты  ея 
извѣстны;  выраженіе:  „ найти  точкуи  указываетъ  требованіе  найти 
ея  координаты. 

Упражненія.  1.  Построить  точки:  (2,  3);  ( —  2,  3);  ( — 2,  —3);  (2,-3). 

2.  Построить  точки:  (0,  —  1);  ( — 1,0;. 


3.  Построить 
точки: 

(-> 


(Уг  У т>  (Ут-Ут) 

Гг-Ут>  (-Ут  Ут> 


2  выражается 
опустимъ  изъ 


§  3.  Разстояніе  между  двумя  точками.  Пусть  даны  двѣ 
точки:  Мг  (хѵ  у{)  и  Д/2  ( х2 ,  ?/2).  Требуется  найти  разстояніе 
между  ними.  Разстояніе  между  точками  ДГг  и  ДГ„ 
отрѣзкомъ  МХМ2  (черт.  3).  Для  опредѣленія  ого 
данныхъ  точекъ  перпендикуляры  М{РЛ 
и  М2Р2  на  ось  абсциссъ  и  проведемъ  у 
прямую  Д/2  (}  параллельно  оси  х  до 
встрѣчи  въ  точкѣ  §  съ  прямой  МгѴу 
Изъ  полученнаго  при  этомъ  построеніи 
прямоугольнаго  треугольника  М2  ЯМХ 
находимъ: 


М1М22=М2Ц2+  ОМі*- 
Такъ  какъ  ОР.  —  хѵ  <)Р2  —  .г.,, 

М2  <2  =  Р2 Р,  =  ОР1  —  ОР2  =  хл~х2 
и  1  Р21\Г2=^у 21 

ОМ^РгМу  —  Р,  Я  =  РгМ\  - 


РгМ2— 


то 


мгм22 = 0*і  —  *2)2 + Суі — УіУ 


Черт.  3. 

Уі— У2> 


Отсюда  получаемъ: 

3/2 = У  0*! — *2)2 + С»/і  —  ?/2)2  . (і ) 


Эта  формула  даетъ  выраженіе  разстоянія  между  двумя  точ¬ 
ками  черезъ  координаты  этихъ  точекъ. 

Эта  формула  общая ,  т.-о.  она  справедлива  для  какихъ  угодно 
двухъ  точекъ  плоскости. 

Частный  случай  рѣшенной  сейчасъ  задачи  представляетъ  вы¬ 
численіе  разстоянія  точки  отъ  начала  координатъ. 

Обозначивъ  координаты  данной  точки  М  черезъ  х  и  у  и  при¬ 
нявъ  ко  вниманіе,  что  координаты  начала  О  суть  нули ,  по  фор¬ 
мулѣ  (1)  получимъ: 


ОЛГв=У*2  +  у* 


(2) 
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Упражненія.  1.  Найти  разстояніе  между  слѣдующими  парами  точекъ: 
а)  (7,  10)  и  (4,  6);  Ъ)  ( —  3,  2)  и  (1,-1);  С)  (  —  2,-7)  и  (3,-6). 

Отв.  а)  и  Ъ)  5;  с)  }/ 26. 

2.  Найти  разстояніе  точки  ( —  5,  12)  отъ  начала  координатъ . 

Отв.  13. 

3.  Найти  центръ  круга  описаннаго  около  треугольника,  вершинами  ко¬ 
тораго  служатъ  точки:  А  ( — 1,0),  7/(1,  2)  и  С(3,  —  1). 

Отв.  (1,  1;  —  0,  1). 

4.  Показать,  что  треугольникъ,  вершинами  котораго  служатъ  точки 
А  (5,  —  2),  В  (1,  2)  ц  С  (10,  3),  есть  прямоугольный. 

§  4.  Дѣленіе  отрѣзка  въ  данномъ  отношеніи.  Данъ  отрѣ¬ 
зокъ  ЖХЖ2  координатами  концовъ;  требуется  найти  на  немъ  такую 
точку  Ж,  которая  дѣлитъ  этотъ  отрѣзокъ  па  двѣ  части  въ  отно¬ 
шеніи  т  :  п. 

Пусть  (черт.  4)  концы  отрѣзка  суть  Жх  (хѵ  уг)  и  М2  (х2,  у2). 

Требуется  на  отрѣзкѣ  М1М2  найти  точку  Ж  ( х ,  у)  такъ,  чтобы 

ЖХЖ  _т 
Ж  М2  п 

Проведя  черезъ  точки  Ж,  Ж  и  Ж2  прямыя,  параллельныя  оси 
ординатъ,  и  называя  черезъ  Р1,  Р  и  Р2  точки  пересѣченія  этихъ 
прямыхъ  съ  осью  х ,  мы  получаемт,  по  извѣстной  теоремѣ  гео¬ 
метріи  слѣдующее  равенство: 

Ж}Ж  _Р,Р 

Ж  М2  РР2 


Но  Р.Р^ОР—ОР^х  —  х^  РР2  =  ОР2  —  ОР  =  х2 


Слѣд., 


МХЖ _ х  — 

МЖ2  х2  —  х 


и,  по  условію  задачи, 


х. 


х  —  хг _ т 

х2  —  х  п 


Рѣшая  это  уравненіе  относительно  х , 
находимъ:  >  . 

пхЛ  +  тх  о 

х  =  — - — 4 - “  • 

т  п 


Подобнымъ  лее  образомъ  легко  полу¬ 
чить  для  ординаты  у  точки  Ж  слѣдующее 
выраженіе: 


»Уі  +  ”У» 
^  т  4-  п 


5.  Площадь  треугольника. 
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Если  положить  т/п  = то  эти  выраженія  принимаютъ  видъ: 


х 


5+^2,  Уі  +  ^Уз 

'  і+х  у  '  і+'Х 


(3) 


Эти  формулы  даютъ  координаты  искомой  точки  М.  Буква  ). 
обозначаетъ  отношеніе  отрѣзковъ  и  можетъ  принимать  всѣ  поло- 
житслъпыя  значенія  *). 

Частный  случай  разсмотрѣнной  задачи  представляетъ  задача 
о  дѣленіи  отрѣзка  пополамъ.  Для  этого  случая  Х  =  1,  и  коорди¬ 
наты  х01  у0  средины  отрѣзка  МгМ2  выражаются  формулами: 


Хі\ 


х\  ~Ь  х\ 

2 


У  о 


У\±Уг 


(4) 


т.-е.  каждая  координата  средины  отрѣзка  равна  полусуммѣ  соот¬ 
вѣтственныхъ  координатъ  сю  концовъ. 

Упражненія.  1.  Найти  середины  сторонъ  треугольника ,  вершинами  кото- 
раго  служатъ  точки  Д  (1,  —  1),  УУ (0,  4),  6Ѵ(5, —  2). 

Омв.  (3,5;  1,5);  (5,5;  1);  (3;— 1,5). 

2.  Для  того  оіее  треугольника  найти  точку  пересѣченія  медіанъ , 

Ото.  (4,  Уз)- 

3.  Показать,  что  въ  треугольникѣ  съ  вершинами  Л  (а?*,  уд>  В(х%}  у2), 
С  (.і*з,  уз)  координаты  точки  пересѣченія  медіанъ  (центръ  тяжести  треуголъ - 

ника)  равны 

4.  Черезъ  каждую  вершину  треугольника ,  даннаго  въ  упражненіи  1,  про¬ 

ведена  прямая ,  параллельная  противоположной  сторонѣ.  Найти  вершины 
полученнаго  такимъ  образомъ  новаго  треугольника.  ' 

Отв.  (0,-7);  (2,  5);  (10,  3). 


§  5.  Площадь  треугольника.  Данъ  треугольникъ  координатами 
вершинъ:  А  (хѵ  уа),  В  (х2У  у2)  и 
С  (#3,  уд).  Требуется  найти  ею  площадь .  У  с 


Опустимъ  перпендикуляры  изъ  вер¬ 

/Л 

шинъ  А,  В ,  С  треугольника  на  ось 

уХС/  \ 

абсциссъ  и  основанія  ихъ  назовемъ  со¬ 

отвѣтственно  буквами  Р,  ф,  Іі  (черт.  5). 

Изъ  чертежа  легко  видѣть,  что  ил.  АВС= 

■Л  , 

пл.  РАСП  +  ил.  ВСВ(Э  —  ил.  РДРд.  0 
Вычисляя  площади  трапецій,  входящихъ 
во  вторую  часть  этого  равенства,  на¬ 

Р  ПО 

ходимъ: 

Черт.  5. 

*)  Отрицательныя  значенія  X  соотвѣтствуютъ  т.  п.  дѣленію  отрѣзка 
внѣшнимъ  образомъ  у  т.-е.  опредѣленію  на  продолженіи  даннаго  отрѣзка  такой 
точки  ДГ,  чтобы  Л/| ЛА :  ММ2  =  т :  и , 


и 
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пл.  РАСЕ 


(В  А  ~4~  а -в) .  Р В О/і  Ч~  Уз)  (хи  —  ^і). 


2 


2 


пл.  ВС  ВЦ 


івс-\-во).вц  _ о/з  +  Уз)  (ж2  — Жд). 


2 


2 


пл.  РАВЦ  = 


(рл+д  д).р<г о/і  +у2)  о»— ) 


0/8+Уі)(*і— *е) 


2 


2 


Складывая  двѣ  первыя  площади  и  вычитая  третью,  получимъ: 

ил.  АВС=У з  [0/гН/з)  (^з— жі)+0/з+2/2)  02— ^зЭ+СУг+Уі)  — **)]. 
или  пл.  АВС —  1]2  [.г,  (у2  —  Уз)  -|-агг  (у3  — +  (Уі  —  У2)]  •  •  •  (б) 

Вычислоніо  площади  треугольника  по  этой  формулѣ  можетъ 
дать  число  положительное  и  отрицательное. 

Абсолютное  значеніе  его  даетъ  мѣру  площади  треугольника, 
а  знакъ  его  указываетъ  на  направленіе ,  въ  которомъ  нужно  дви¬ 
гаться  по  периметру  треугольника,  чтобы  встрѣтить  вершины  его 
въ  порядкѣ  А ,  В ,  (7.  Если  это  направленіе  противоположно  дви¬ 
женію  часовой  стрѣлки,  то  разсматриваемая  формула  доставляетъ 
положительное  значеніе  для  площади,  если  же  оно  совершается  по 
стрѣлкѣ  часовъ,  то  отрицательное .  Напримѣръ,  если  х1  =  у1  =  0, 
#2=1,  ?/3  =  0;  #3  =  0,  т/3  =  1,  направленіе  АВС  противоположно 
движенію  часовой  стрѣлки;  въ  этомъ  случаѣ 


пл.  АВС  =  -\--\- 


Если  же  х1  —  у1  —  0;  х2  =  0,  у2  =  1;  #3  =  1,  т/3  =  0,  то  напра¬ 
вленіе  АВС  совпадаетъ  съ  движеніемъ  часовой  стрѣлки  и  для 


площади  АВС  получаемъ  изъ  нашей  формулы  число - —  • 


Такимъ  образомъ  выведенная  нами  формула  не  только  даетъ 
мѣру  площади  треугольника,  но  указываетъ  относительное  распо¬ 
ложеніе  ого  вершинъ. 

Если  три  точки  А ,  В  и  С  лежатъ  на  одной  прямой,  то  пло¬ 
щадь  треугольника  АВС  равна  нулю.  Обратно,  для  того,  чтобы 
три  точки  А  (#3,  т/3),  В  ( х2 ,  у,у)  и  С  (дг3,  у.Л)  лежали  на  одной 
прямой,  необходимо  и  достаточно  условія: 


*і  (Уз  —  У3)  +  хі  (Уз  —  Уі)  +  (Уі  —  У2)=°- 


Упражненія.  1.  Найти  площадь  треугольника  съ  вершинами  О  (о,  о), 


2  \ 
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2.  Примѣнить  результатъ  упр.  1  къ  выводу  формулы  (б). 

3.  Лежатъ  ли  точки  (1,  4),  ( —  2,  7),  (+  12,  —  7)  на  одной  прямой? 

4.  Найти  площадь  четыреугольника  съ  вершинами  Л  (1,  —  2),  В  (5,  3), 

С(—  1,  7)  и  Х>(  —  3,—  1).  Отв.  40. 


§  0.  Косоугольныя  координаты  точки  на  плоскости.  Для 
опредѣленія  положенія  точки  на  пло¬ 
скости  вмѣсто  двухъ  взаимно-перпенди¬ 
кулярныхъ  осей  молено  взять  двѣ  оси, 
пересѣкающіяся  йодъ  какимъ-нибудь 
угломъ.  За  координаты  точки  прини¬ 
маются  въ  этомъ  случаѣ  числа,  выра- 
жающія  алгебраическую  мѣру  отрѣз¬ 
ковъ,  проведонныхъ  черезт,  данную 
точку  параллельно  осямъ. 

Такъ,  напр.,  абсцисса  и  ордината 
точки  ЛГг  (черт.  С)  суть  числа,  измѣ¬ 
ряющія  соотвѣтственно  отрѣзки  и 

РМѴ  абсцисса  и  ордината  точки 
суть  числа,  выражающія  мѣру  соотвѣт¬ 
ственно  отрѣзковъ  (2гМі  и  РМу 

Пара  пересѣкающихся  прямыхъ  со¬ 
ставляетъ  систему  прямолинейныхъ  осей 

координатъ .  Если  уголъ  между  осями  прямой ,  система  называется 
прямоугольной ,  если  же  этотъ  уголъ  острый  или  тупой ,  то  она 
называется  косоугольной . 

Прямолинейныя  координаты  называются  также  декартовыми  по 
имени  творца  аналитической  геометріи  Декарта  ( Пене  ВезсаНез, 
1596 — 1650);  основныя  идеи  аналитической  геометріи  изложены 
имъ  въ  книгѣ:  «Сгёотёігіе »,  появившейся  въ  1637  г.*). 

Въ  настоящемъ  курсѣ  употребляются  почти  исключительно 
прямоугольныя  координаты. 

*  §  7.  Полярныя  координаты.  Для  опредѣленія  положенія  точки 
на  плоскости  можно  пользоваться  и  не  декартовыми  координатами. 
Простѣйшую  систему  но  декартовыхъ  координатъ  представляютъ 
полярныя  координаты . 

Изъ  произвольной  точки  О  плоскости  проведемъ  лучъ  Ох.  По¬ 
ложеніе  каждой  точки  плоскости  опредѣляется  двумя  величинами: 
разстояніемъ  ея  ОМ~г  отъ  точки  О  и  угломъ  / хОЗІ  =  ф,  который 
образуетъ  г  съ  Ох.  Точка  О  называется  полюсомъ,  лучъ  Ох — поляр¬ 
ной  осью,  г — радіусомъ  -  векторомъ  точки  Л/,  — амплитудою,  ази - 


*)  Историческія  свѣдѣнія  объ  аналитической  геометріи  можно  найти  въ 
книгахъ:  Лоренцъ.  Элементы  высшей  математики.  Нер.  В.  II.  Шереметев - 
скаго;  Тгор(ке.  Осзскіскіс  сісг  Еістспіаг  -  МаІІістаШс;  Воуег.  Шзіоігс  без 
МаІІістаЩиез, 


16 


Глава  I.  Координаты  точки. 


V 


О 


мутомъ ,  полярнымъ  угломъ  или  аргументомъ  точки  М.  г  и  ер  суть 
полярныя  координаты  точки  М.  Радіусъ  г  считается  величиной  су¬ 
щественно  положительной ,  а  уголъ  ср  можетъ  отсчитываться  въ  двухъ 
противоположныхъ  направленіяхъ,  при  чемъ  направленіе,  проти¬ 
воположное  движенію  часовой  стрѣлки,  принимается  обыкновенно 
за  положительное ,  а  совпадающее  съ  движеніемъ  часовой  стрѣлки— 
за  отрицательное  (ср.  §  5).  Для  каждой  точки  плоскости  уголъ  ср 
имѣетъ  безчисленное  множество  значеній,  отличающихся  другъ  отъ 

друга  числомъ,  кратнымъ  360°  или  2т:. 

Обыкновенно  принимаютъ  <р  заклю¬ 
ченнымъ  между  0  н  360°  (0  и  2тг)  или 
между — 180°  и  -{-180°  ( — тг,  -}-тт). 

Если  система  прямоугольныхъ  ко¬ 
ординатъ  имѣетъ  начало  въ  полюсѣ 
и  ось  х ,  направленную  по  полярной 
оси ,  то  зависимость  между  прямо- 
—  угольными  и  полярными  координатами 
выражается  слѣдующими  простыми 
Черт.  7.  уравненіями  (черт.  7): 


Х—ГС08  ср,  У—Г8ІП  ср;  Г  =  +/ х2-\-у2,  ср  =  агсішЛ  ....  (0) 

X 

Первыя  двѣ  изъ  этихъ  формулъ  служатъ  для  перехода  отъ 
полярныхъ  координатъ  къ  прямоугольнымъ,  а  двѣ  послѣднія  для 
перехода  отъ  прямоугольныхъ  къ  полярнымъ. 

§  8.  Проекціи.  Прямоугольной  проекціей  точки  на  данную  прямую 
(ось  проекцій)  называется  основаніе  перпендикуляра ,  опущеннаго  изъ 
этой  точки  на  ось. 

Проекціей  отрѣзка  па  данную  ось  называется  отрѣзокъ ,  началомъ 
и  концомъ  котораго  служатъ  соотвѣтственно  проекціи  начала  и 
конца  даннаго  отрѣзка  па  ось  проекцій. 

Проекціей  ломаной  линіи  называется  сумма  проекцій  ея  звеньевъ . 


Наприм.,  проекція  ломаной  АВС  равна  проек.  АВ  пр.  ВС\ 
нр.  АВСТ)Е  =  пр.  АВ пр.  ВС-\-ир.  (7І)-|-пр.  ВЕ  (черт.  8). 


Изъ  послѣдняго  опре¬ 
дѣленія  слѣдуетъ,чтоярсск- 
ція  не  замкнутой  ломаной 
линіи  равна  проекціи  ея 
замыкающей ,  т.-с.  того 

отрѣзка ,  который  имѣетъ 
панам  въ  началѣ  лома¬ 
ной  линіи  у  а  конецъ — въ 
концѣ  ея. 


Наир.,  ир.  АВС  =  і\р.  АС\  пр.  АВСВЕ—ир .  АЕ. 


$  8.  Проекціи . 
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То  же  самое  предложеніе  можно  выразить  слѣдующимъ  обра¬ 
зомъ:  проекція  замкнутой  ломаной  линіи  равна  нулю.  Дѣйствительно, 

пр.  АВСВЕ= пр.  у17?-(-пр.  ВС- |-пр.  СВ -{-ир.  ВЕ—  пр.  АЕ) 
но  ир.  ЕА  — —  пр.  АЕ;  поэтому 
пр.  АВСВЕА  =  пр.  АВ  {-  пр.  ВС-{-ир.  СВ  +  пр.  ВЕ+пр.ЕА= 
«  =  пр.  АЕ- }-пр.  ЕА  —  0. 

Между  мѣрами  проектируемаго  отрѣзка  и  его  проекціи  суще¬ 
ствуетъ  весьма  простое  соотношеніе. 

Пусть  ]\/Х  (черт.  9)  есть  ось  проекцій  и  направленіе  ЛОГ — 
ел  положительное  направленіе.  Обозначимъ  черезъ  у  уголъ  между 
положительнымъ  направленіемъ  оси  проекцій  и  направленіемъ 
даннаго  отрѣзка  АВ.  Проектируя  его  на  ось  и  проведя  черезъ  А 
прямую,  параллельную  оси,  до  встрѣчи  въ  точкѣ  С  съ  перпенди¬ 
куляромъ  изъ  В  на  ось,  получимъ  прямоугольный  треуголь¬ 
никъ  АВС ,  изъ  котораго  находимъ: 

/\ 

АС=АВ.сов  ВАС ; 


но  АС=  А1В1  =  пр.  АВ;  уголъ  же  ВАС  равняется  либо  <р,  либо 
тг — либо  — тт,  либо  2тт — у  [на  черт.  9  случаи  (а),  (6),  (с),  (г/)]. 
Въ  первомъ  и  послѣднемъ  случаяхъ  проекція  А1В1  отрѣзка  АВ 
положительна ,  а  во  второмъ  и  третьемъ  опцтцатсльна  (см.  черт.  9). 
Поэтому  имѣемъ: 


для  перваго  случая: 
для  второго  случая: 
для  третьяго  случая: 
для  четвертаго  случая: 


пр.  АВ  =  -{-  АВ  С08  ВАС  —  АВ  сову; 
ир.  АВ  —  —  А  В  сов  (т:  —  у)—АВ  совъ; 
пр.  АВ  =  —  АВ  со8  (<р — я)  =  А  В  сову; 
ир.  АВ  =  АВ  со8  (2-  —  ъ)  —  АВ  совъ. 


Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  общую  формулу: 

пр.  АВ  =  АВ  совъ, . (7) 


указывающую  связь  между  мѣрами  (алгебраическими)  отрѣзка 
и  его  проекціи. 


Днфф.  и  иіігсгр.  исчисленія. 
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Первыя  двѣ  изъ  формулъ  (6)  показываютъ,  что  прямоуголь¬ 
ныя  координаты  точки  суть  не  что  иное,  какъ  проекціи  на  оси 
координатъ  разстоянія  точки  отъ  начала . 

Изъ  формулы  (7)  слѣдуетъ,  что  проекція  отрѣзка,  нанесеннаго 
на  какую-нибудь  ось,  равна  произведенію  алгебраической  мѣры 
отрѣзка  на  косинусъ  угла  между  положительными  направленіями 
оси  отрѣзковъ  и  оси  проекцій. 

Пусть,  напр.,  ось  отрѣзковъ  есть  АВ ,  а  ось  проекцій  ДГЖ 
[черт.  9  (а)];  уголъ  между  положительными  направленіями  осей 
<^ЛгМВ==ср.  Проектируя  отрѣзки  А  В  и  В  А,  получимъ: 


пр.  АВ=А'В’  —  АВ.со8ц\ 

пр .  В  А  —  В' А'  =  —  А  В .  еощ  =  В  А .  созу . 


X 


§  9.  Координаты  точки  въ  пространствѣ.  Возьмемъ  три 
взаимно  перпендикулярныя  плоскости  Оху,  Охх  и  Оух  (черт.  10), 
пересѣкающіяся  въ  точкѣ  О.  Эти  плоскости  называются  плоско¬ 
стями  координатъ , 
точка  О — началомъ 
координатъ ,  а  пря¬ 
мыя  Ох,  Оу  и  Ох 
пересѣченія  ка¬ 
ждой  пары  плоско¬ 
стей  координатъ — 
осями  координатъ. 
На  каждой  изъ 
осей  координатъ 
укажемъ  тѣ  на¬ 
правленія,  которыя 
считаются  положи¬ 
тельными;  пусть 
эти  направленія 
будутъ  Ох,  Оу,  Ох 
(на  чертежѣ  ука¬ 
заны  стрѣлками). 
Положеніе  точки 
вполнѣ  опредѣ¬ 
ляется  разстояніями  отъ  плоскостей  координатъ  до  разсматриваемой 
точки .  Разстояніе  отъ  плоскости  у  Ох  измѣряется  отрѣзкомъ 
прямой,  параллельной  оси  Ох,  или  оси  ховь\  разстояніе  отъ  пло¬ 
скости  хОх  измѣряется  отрѣзкомъ  прямой,  параллельной  оси  Оу, 
или  оси  уовь ;  разстояніе  отъ  плоскости  хОу  измѣряется  отрѣзкомъ 
прямой,  параллельной  оси  Ог ,  или  оси  х овъ.  Мѣры  (алгебраическія) 
этихъ  трехъ  отрѣзковъ  выражаются  тремя  числами,  которыя  обо- 


§  10.  Разстояніе  меэісду  двумя  точками. 


1!) 


значаются  соотвѣтственно  черезъ  .г,  у ,  я  и  называются  координа¬ 
тами  точки.  Каждой  точкѣ  соотвѣтствуетъ  единственная  тройка 
чиселъ,  называемыхъ  ея  координатами,  и  обратно,  каждой  тройкѣ 
чиселъ  соотвѣтствуетъ  единственная  точка  пространства. 

Такимъ  образомъ  между  точками  пространства  съ  одной  сто¬ 
роны  и  тройками  чиселъ  съ  другой  устанавливается  взаимное  и 
однозначное  соотвѣтствіе. 

Пусть  а,  Ъ  и  с  суть  три  положительныхъ  числа.  Въ  каждомъ 
изъ  8  трехгранныхъ  угловъ,  образуемыхъ  плоскостями  коорди¬ 
натъ,  есть  точка,  разстоянія  которой  отъ  плоскостей  уОя,  яОх 
и  хОу  суть  соотвѣтственно  а,  Ь  и  с. 

Координаты  этихъ  8  точекъ  приведены  въ  слѣдующей  таблицѣ 
(см.  черт.  10). 


Коорд. 

ТОЧКИ 

М : 

х  — 

а, 

У  — 

Ь, 

я  — 

С\ 

» 

МС- 

х  = 

а , 

у— 

-ь, 

я  — 

» 

* 

ЛЬ: 

х  =  — 

а, 

у  = 

—ъ, 

я~ 

» 

» 

Мя: 

х  = - 

а , 

у== 

ь, 

я  — 

» 

мл- 

X  = - 

а, 

ѵ  = 

Ь, 

я  = - 

с\ 

» 

Мг\ 

X  — 

а, 

у  — 

Ь, 

я  — - 

С\ 

» 

К- 

х  = 

а, 

У  = 

-ъ. 

я  =  — 

С\ 

» 

3» 

М. : 

4 

X  — 

а, 

У  — 

-Ь, 

Я  — - 

с. 

Точка  М 

съ 

координатами  а, 

Ъ> 

с  обозначается 

комъ:  М  (а,  Ь ,  ^). 

Упражненія.  1.  Построить 
точки:  (1,  2,  3);  (  —  2,  1,  1); 

(  —  2,-1, 1);  (  —  3,  —  1,  —  1). 

2.  Гдѣ  лежатъ  точки,  для 
которыхъ  а)  х  —  о;  Ь)  у  =  о;  с) 
с  =  О? 

3.  Гдѣ  лежатъ  точки,  для 
которыхъ  а)  х  =  о,  у  —  о;  Ъ) 
у  =  о,  я  =  о;  с )  я  =  о,  х  =  (Л 
Построить  точку  (о,  о,  о). 

4.  Гдѣ  лежатъ  точки,  для 
которыхъ  х~  а? 

5.  Гдѣ  лежатъ  точки,  для 
которыхъ  х=  а,  у  —  6? 

§  ю.  Разстояніе  между 
двумя  точками.  Пусть  даны 
двѣ  точки  Ух,  яд  и 

М^(х^,  у 2,  Г2).  Требуется  най¬ 
ти  разстояніе  между  ними 
(черт.  И). 

Проведя  черезъ  точки  М\ 
и  плоскости,  параллельныя 
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плоскостям!,  координатъ,  получимъ  прямоугольный  параллелепипедъ 
ЛВСМ2ВМ\ЕР\  діагональ  котораго  есть  искомое  разстояніе  МХМ2. 

Но  извѣстному  соотношенію  между  діагональю  прямоугольнаго  па¬ 
раллелепипеда  и  его  тремя  измѣреніями  имѣемъ: 

Щы? — луу2  +  лм2  +  ууТі/,2. 


Но  легко  видѣть,  что 


Поэтому 


А  В  =  Т1\  =  =  0()х  —  0(^2  —  ^ і  —  #2»' 

= -Р,г=  &г-  =  9іРі  -  =  и  -  т 

УУЛ/,  =  1\  Л/,  —  ууу  =  1\  Л/,  —  Р8ЛУ,  =  ~і  —  ■?*. 


ЛА,Л/22  =  (а-)  —  +  (;?/і  —  ?/2)2  +  (*і  —  *2~>2> 

ЛУ1 Л/2  =  }/(®і  —  а’2)-  +  (2/і  —  Ці  )2  +  ('і  —  ~‘і)~ 


(8 


Эта  формула  даетъ  выраженіе  разстоянія  между  двумя  точками  черезъ 
ихъ  координаты. 

Разстояніе  ОМ  точки  М (х>  у,  2)  отъ  начала  координатъ  дается  фор¬ 
мулой: 

ОЛУ  =  у/аг*  + +>, . У») 

которая  представляетъ  частный  случай  формулы  (8)  (ср.  §  3). 


§  П.  Дѣленіе  отрѣзка  въ  данномъ  отношеніи.  Данъ  отрѣзокъ  МХМ2 
своими  концами:  М\{хХу  уѵ  *2{)  и  М2(х.2,  У-2у  22).  Требуется  найти  на  немъ 
точку  М(ху  уу  х)у  въ  которой  онъ  дѣлился  бы  въ  данномъ  отношеніи  т :  н, 
т.-е.  такЪу  чтобы 

МХМ :  ММ  %  =  т  :  п. 


Чтобы  получить  координату  х  точки  Му  проведемъ  черезъ  точки 
Мѵ  М  и  М<2  плоскости,  параллельныя  плоскости  у 02  (сдѣлать  чертежъ). 
Точки  ихъ  пересѣченія  съ  осью  х  назовемъ  соотвѣтственно  буквами  1\у 
Р  и  Р2.  Но  извѣстной  теоремѣ  геометріи  имѣемъ: 


Р{  Р  _  МХМ 
РР2  ~~  ММ2  ' 

Но  легко  впдѣть,  что 

Р\Р  =  ОР  —  0Р1  =  х  -  хх;  РР2  =  ОР2  —  ОР  =  х.2  —  х; 
кромѣ  того  по  условію  задачи: 


Слѣд., 


откуда: 


М1М:ММ2  =  т:н. 


х  —  хѵ _ т 

х 2  —  х  п  1 

_  нхх  -4-  тх2 
Г  т  +  п 


Ирипимая  во  вниманіе,  что  всѣ  координаты  вполнѣ  равноправны,  можно 
прямо  написать  выраженія  координатъ  у  и  2: 


пух  +  ГН  У 2  „  _  П2\  +  ™22 

т  +  п  *  *  ~  т  +  п 
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Частный  случай  этихъ  формулъ  представляютъ  выраженія  координатъ 
ж0,  у0  и  г0  средины  отрѣзка  Мѵ  1/2: 

___  х\  +  я.  _ У\  +  Уч  „  _ -ч  +  -2 

^0  —  2  ’  У®  ~~  2  9  'ѵ°  —  2  * 


§  12.  Проекціи  въ  пространствѣ.  Проекціей  (прямоугольной)  тонки  въ 
пространствѣ  на  нѣкоторую  прямую  (ось  проекцій)  называется  точка  пере¬ 
сѣченія  оси  плоскостью,  проведенной  черезъ  эту  точку  перпендикулярно  оси. 

Проекціей  отрѣзка  на  данную  ось  называется  отрѣзокъ  оси ,  котораго  на¬ 
чало  и  конецъ  находятся  соотвѣтственно  въ  проекціяхъ  начала  и  конца  дан¬ 
наго  отрѣзка. 

Между  мѣрами  отрѣзка  и  его  проекціи  существуетъ  связь,  указываемая 
формулой  (7)  §  8.  Дѣйствительно,  пусть  Л  В  есть  данный  отрѣзокъ  и  МП 
ось  проекцій  (черт.  12).  Въ  общемъ  случаѣ  АВ  и  МП  не  лежатъ  въ  одной 
плоскости.  Проведя  черезъ  А  плоскость  Р1  и  черезъ  В  плоскость  Р2,  пер¬ 
пендикулярныя  къ  оси  МП,  мы  получимъ  въ  пересѣченіяхъ  А\  и  В^  этихъ 
плоскостей  съ  осью  проекцій  Проекціи  точекъ  А  и  В,  а  отрѣзокъ  Л±В\ 
явится  проекціей  даннаго  отрѣзка  АВ.  Проведемъ  затѣмъ  прямую  АС  па¬ 
раллельно  МП  и  пусть  точка  С  будетъ  точкою  пересѣченія  А  С  съ  пло¬ 
скостью  1\.  Соединивъ  С  съ  В,  получимъ  треугольникъ  ЛВС,  въ  которомъ 
уголъ  С  прямой  ДОѴ^пл.  Р2;  АС\\  МП;  слѣд.,  АС  _ |_  пл.  Р2  или  АС  А,  СВ). 
Изъ  этого  треугольника  имѣемъ: 


ЛС~А{ВХ  =  ЛВсозСАВ. 


По  уголъ  САВ  есть 
уголъ  между  отрѣзкомъ  А  В 
п  осью  проекцій.  Обозна¬ 
чивъ  его  черезъ  <р,  получимъ: 


пр.  АВ  —  АВ.  созу. 


Не  трудно  убѣдиться, 
что  прямоугольныя  коорди¬ 
наты  точки  въ  простран¬ 
ствѣ  суть  не  что  иное,  какъ 

проекціи  ея  разстоянія  отъ 
начала  на  оси  координатъ. 


§  із.  Соотношеніе  ме¬ 
ждууглами  прямой  съ  тре¬ 
мя  прямоугольными  ОСЯМИ  координатъ.  Обозначивъ  черезъ  г  разстояніе 
ОМ  точки  М(х,  у,  с)  отъ  начала  О  и  черезъ  а,  р  и  ѵ  углы,  образуемые  ОМ 
соотвѣтственно  съ  осями  х,  у  и  г,  и  проектируя  ОМ  на  каждую  изъ  осей, 
получимъ  соотношенія: 


X  =  ГС08Ѵ,  у  =  гсоз$,  г  =  гсоз**. 

Возведя  эти  равенства  въ  квадратъ  и  сложивъ  почленно,  найдемъ: 
х2  +  У*  +  ?2  —  г2(со.ѵ2і  +  со.ѵ2р  +  со52^); 
по  по  форм.  (9)  г2  =  а;2  +  у*  +  слѣд.: 

С0$Ч  +  С052?  •+-  С08*{  =  1  . 


(10) 
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Это  равенство  показываетъ,  что  изъ  трехъ  угловъ,  которые  образуетъ 
прямая,  проходящая  черезъ  начало  координатъ,  съ  тремя  взаимно  перпен¬ 
дикулярными  осями,  произвольны  только  два,  третій  же  опредѣляется  фор¬ 
мулой  (10). 

Прямая,  не  проходящая  черезъ  начало  координатъ,  составляетъ  съ  осями 
тѣ  же  углы,  которые  составляетъ  съ  ними  прямая,  ей  параллельная  и  про¬ 
ходящая  черезъ  начало. 

Поэтому  углы  а,  р  и  7  какой  угодно  прямой  съ  тремя  прямоугольными 
осями  координатъ  связаны  соотношеніемъ  (10). 

Упражненія.  1.  Найти  разстояніе  точки  М(  1,  1,  1)  от?,  начала  О  и  углы 
ОМ  съ  осями  координатъ . 

Отв.  ОМ  =  3;  со$а=  *  |/з,  .  .  . 

2.  Прямая  составляетъ  съ  осями  х  и  у  углы  въ  45°;  какой  уголъ  соста¬ 
вляетъ  она  съ  осью  Г! 

3.  Можно  ли  провести  прямую  такъ ,  чтобы  она  составляла  съ  осями 
х  и  у  углы  въ  6'0°,  а  съ  осью  с  уголъ  въ  45°? 


ГЛАВА  II. 

Постоянныя  и  перемѣнныя  величины.  Функціи.  Графическое 
изображеніе  совмѣстныхъ  измѣненій  перемѣнной  и  функціи. 
Геометрическое  значеніе  уравненій  у  —  Дж)  и  *  =  Д х,у).  Клас¬ 
сификація  функцій. 

§  14.  Перемѣнныя  и  постоянныя  величины.  Величина,  сію- 
собная  принимать  различныя  значенія,  называется  перемѣнной , 
а  величина,  сохраняющая  одно  и  то  же  значеніе,  называется 
постоянной. 

Примѣры  перемѣнныхъ  величинъ:  углы  въ  треугольникѣ,  пло¬ 
щадь  круга,  давленіе  воздуха,  скорость  падающаго  тѣла,  народо¬ 
населеніе  даннаго  города,  цѣна  единицы  даннаго  товара  и  т.  и. 

Примѣры  постоянныхъ  величинъ:  сумма  угловъ  треугольника 
(  =  2сІ  или  180°),  отношеніе  окружности  къ  діаметру  (-),  уско¬ 
реніе  при  свободномъ  паденіи  для  данной  широты. 

§  15.  Функціи.  Изъ  двухъ  перемѣнныхъ  величинъ ,  измѣняющихся 
въ  зависимости  одна  отъ  другой ,  одна  называется  независимой  пе¬ 
ремѣнной ,  а  другая  ея  функціей  или  зависимой  перемѣнной. 

Обозначая  независимую  перемѣнную  и  ея  функцію  соотвѣт¬ 
ственно  черезъ  х  и  ?/,  функціональную  зависимость  между  ними 
выражаютъ  уравненіемъ: 

у=.{(х)  (читать:  у  равно  /'  оіъ  х') 


$  16.  Непрерывное  измѣненіе  перемѣннаго. 
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въ  которомъ  буква  (  (начальная  буква  слова  „/! опс(іопи )  указы¬ 
ваетъ  на  существованіе  нѣкоторой  зависимости  между  перемѣн¬ 
ными  хи  у.  Вмѣсто  буквы  /‘  для  той  же  цѣли  употребляются  и 
другія  буквы. 

Функція  у  =  ((х)  называется  функціей  одною  независимаго  пе¬ 
ремѣннаго. 

Примѣры  функцій  одного  независимаго  перемѣннаго:  пло¬ 
щадь  круга  (та2)  есть  функція  его  радіуса  (.г);  объемъ  куба  ( х 3) 
есть  функція  его  ребра  (#);  пространство,  пройденное  тѣломъ 
при  равномѣрномъ  движеніи,  есть  функція  времени  движенія 
( 8  —  а( ,  гдѣ  я  есть  пространство,  а —  постоянная  скорость,  і — время 
движенія)  и  т.  д. 

Если  измѣненіе  перемѣннаго  и  зависитъ  отъ  измѣненій  двухъ 
независимыхъ  перемѣнныхъ  х  и  у,  то  и  называется  функціей 
двухъ  независимыхъ  перемѣнныхъ .  Символическое  изображеніе 
функціональной  зависимости  дается  въ  этомъ  случаѣ  уравненіемъ: 

и  =  ((х,у)  (читать:  и  равно  /’  отъ  х  и  у). 

Наир.,  площадь  прямоугольника  ость  функція  двухъ  его  измѣ¬ 
реній,  объемъ  газа  ость  функція  давленія  и  температуры  и  т.  п. 

Если  измѣненіе  перемѣннаго  и  зависитъ  отъ  измѣненій  мно¬ 
гихъ  независимыхъ  перемѣнныхъ  х ,  у,  2,  і,...,  то  и  называется 
функціей  многихъ  независимыхъ  перемѣнныхъ ,  а  зависимость  и  отъ 
хі  У,  г,  I ,...  изображается  уравненіемъ: 

и  =  {(х,  у,  г, 

аналогичнымъ  указаннымъ  выше. 

§  1  С.  Непрерывное  измѣненіе  перемѣннаго.  Перемѣнное  х 
можетъ  измѣняться  различными  способами.  Если  черезъ  а  и  Ь  мы 
обозначимъ  соотвѣтственно  начальное  и  конечное  значеніе  пере¬ 
мѣннаго  х ,  то  переходъ  х  отъ  а  къ  Ь  можетъ  совершиться  либо 
такъ,  что  х  Принимаетъ  только  нѣкоторыя  значенія,  содержащіяся 
между  а  и  Ъ,  либо  такъ,  что  оно  принимаетъ  послѣдовательно 
всѣ  значенія  отъ  а  до  Ь.  Первый  родъ  измѣненія  называется  пре¬ 
рывнымъ,  второй  —  непрерывнымъ . 

Если  (черт.  1)  АВ  есть  отрѣзокъ,  концы  котораго  А  и  В 
имѣютъ  соотвѣтственно  абсциссы  а  и  Ъ,  то  прерывное  измѣ¬ 
неніе  характеризуется  тѣмъ,  что  принимаемыя  перемѣннымъ 
х  значенія  опредѣляютъ  лишь  нѣкоторыя  точки  отрѣзка  АВ ,  при 
непрерывномъ  же  измѣненіи  перемѣннаго  точка,  имѣющая  абсциссу 
х ,  описываетъ  весь  отрѣзокъ  АВ.  Аналитически  непрерывное 
измѣненіе  перемѣннаго  х  характеризуется  тѣмъ,  что  разность 
между  значеніями  х  и  х  перемѣннаго  х ,  лежащими  между  а  и  Ь , 
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можетъ  быть  сдѣлана  по  абсолютному  значенію  меньше  произволь¬ 
наго  положительнаго  числа  г: 

Измѣненіе  перемѣннаго  х  отъ  х  —  а  до  х  =  Ъ  называется  измѣ¬ 
неніемъ  въ  интервалѣ  отъ  а  до  Ъ ;  интервалъ  отъ  а  до  Ь  обозна¬ 
чается  символомъ  (а,  Ь)\  числа  а  и  Ь  называются  соотвѣтственно 
нижней  и  верхней  границами  интервала. 

Интервалъ,  содержащій  всѣ  положительныя  числа,  имѣетъ  нуль 
нижней  границей  и  не  имѣетъ  верхней  границы,  такъ  какъ,  взявъ 
произвольно  большое  число,  мы  можемъ  образовать  число,  большее 
взятаго  (напр.,  черезъ  прибавленіе  къ  взятому  единицы );  это  без¬ 
граничное  возрастаніе  положительныхъ  чиселъ  выражаютъ  сло¬ 
вами:  „возрастаетъ  до  безконечности" ;  интервалъ,  содержащій  всѣ 
положительныя  числа,  обозначаютъ  символомъ  (0,  00  ),  гдѣ  00  есть 
знакъ  безконечности. 

Интервалъ,  содержащій  всѣ  отрицательныя  числа,  обозна¬ 
чается  символомъ  ( — 00,  0),  и  интервалъ,  содержащій  всѣ  веще¬ 
ственныя  (дѣйствительныя)  числа,  —  символомъ  (  —  00,  00). 

§  17.  Непрерывное  измѣненіе  функціи.  При  непрерывномъ 
измѣненіи  перемѣннаго  его  функція  можетъ  измѣняться  прерывно 
и  непрерывно. 

Пусть  (а,  Ь )  есть  интервалъ  измѣненія  перемѣннаго  х ,  а  х'  и  х" 
суть  два  его  значенія,  лежащія  въ  этомъ  интервалѣ. 

Характеристикой  непрерывности  функціи  /*( х )  при  х  =  х  слу¬ 
житъ  возможность  сдѣлать  абсолютное  значеніе  разности  двухъ 
ея  значеній  /*(. х ')  и  (( х ")  меньше  произвольнаго,  заранѣе  даннаго, 
положительнаго  числа  5  посредствомъ  надлежащаго  приближенія 
х"  къ  х'\  иначе  это  можно  формулировать  такъ:  если  для  произволь¬ 
наго  положительнаго  числа  $  можно  найти  такое  положительное 
число  8,  что 

I  /-(V)  -  ах"-)  |  <3  при  е„ 

то  функція  {(х)  непрерывна  при  х  =  х'.% 

Если  сказанное  справедливо  для  всѣхъ  значеній  .г,  лежащихъ 
въ  интервалѣ  (а,  Ь),  то  функція  называется  непрерывной  въ  этомъ 
интервалѣ. 

Примѣры.  1.  Показать,  что  функція  {(х)  =  2х — 1  непрерывна 
при  х  =  1. 


*)  Абсолютное  значеніе  числа  а  обозначается  символомъ  \а  .  Напримѣръ, 

{-  2|  =  2,  |-2|  =  2. 


§17.  Непрерывное  измѣненіе  функціи. 
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Значенія  данной  функціи  при  х=1  и  при  х  =  1  А  *)  суть 
/Ф  =  1  и  Д1  +  Л)  =  1  +  2Л; 
абсолютное  значеніе  разности  между  ними  есть 

|/‘(1)  —  «1  +  Й)|  =  2|А|. 

Для  того,  чтобы  1 2  А  |  было  меньше  произвольнаго  положи¬ 
тельнаго  числа  3,  достаточно  взять  |  А  |  <  і  3. 

Очевидно,  что  полученный  нами  результатъ  остается  спра¬ 
ведливымъ  при  всѣхъ  значеніяхъ  х.  Поэтому  разсматриваемая 
функція  непрерывна  при  всѣхъ  значеніяхъ  перемѣннаго. 

2.  Показать }  что  функція  {{х)  =  г!^х2  непрерывна  при  х  —  2. 

Такъ  какъ  ((2)  =  1  и  /*( 2  -{-  А)  =  2/4(2  -{-  А)2  =  1  4-  А  4-  Ѵ4  А2,  то 
|Я2)-/’(2  +  /0|==|Л  +  74Д2|. 


Нужно  показать,  что  при  достаточно  маломъ  (но  абсолютному 
значенію)  А  эта  разность  можетъ  быть  сдѣлана  но  абсолютному 
значенію  меньше  произвольнаго  числа  3. 

Замѣчая,  что  |  А  Ѵ4  А2  [  <  |  А  |  -|-  |  2/4  А2 1  и  что  абсолютное  зна¬ 
ченіе  А  можно  считать  меньшимъ  единицы,  такъ  что  |А2|<|А|, 
находимъ: 

I А  +  ѵ4  А*  I  <  I  *  I  +  Ѵі  I А  | ,  или  I А  +  Ѵ4  А2 1  <  5Д  |  Л  |. 

Для  того,  чтобы  удовлетворилось  неравенство 


|А+і/4А2|<г, 


достаточно  взять  А  такъ,  чтобы 


5Л  I Л I  <  з  или  |  А  |  <  4/б  3. 


Итакъ,  разсматриваемая  функція  непрерывна  при  х  =  2\  Легко 
видѣть,  что  то  же  заключеніе  мы  получимъ  при  изслѣдованіи 
всякаго  значенія  х.  Слѣд.,  функція  У4#2  непрерывна  при  всѣхъ 
значеніяхъ  перемѣннаго. 

3.  Показать ,  что  функція  { (х)  —  \!х  непрерывна  при  х  —  1. 


Въ  этомъ  случаѣ 

/(1)  =  !.  /С1  +А)  =  р^Гд>  Я1)—  /(1  +  А)=1— = 
|Я1)-Я1+А)|== 


1  -\-1і 


1  -}-  А 


*)  Вмѣсто  а;''  взято  1  4-  А. 
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Принимая  |  Л  |  <1 1  и  замѣчая,  что 


находимъ 


I  ді) -/■(!+ /о  і<і^Ц 


н 


Для  того,  чтобы  удовлетворилось  неравенство 

I  ГСО -Г  (1  +  А)  І<  о'. 

достаточно  выбрать  1і  такъ,  чтобы  имѣло  мѣсто  неравенство 

1*1 


1  —  I  А 


г<а, 


изъ  котораго  находимъ: 


Указанное  разсужденіе  можно  примѣнить  при  всѣхъ  значе¬ 
ніяхъ  ху  кромѣ  х  =  0.  Слѣд.,  функція  непрерывна  при  всѣхъ  зна¬ 
ченіяхъ  ху  кромѣ  #=0. 

Что  же  касается  до  значенія  данной  функціи  при  .т  =  0, 
то  нужно  замѣтить,  что  ея  значенія  получаются  дѣленіемъ  еди¬ 
ницы  на  значенія  перемѣннаго.  Такъ  какъ  дѣленіе  на  нуль  не¬ 
возможно,  то  функція  но  имѣетъ  значенія  при  х  =  0.  Зная  это, 
измѣнимъ  постановку  вопроса,  а  именно,  изслѣдуемъ  характеръ 
измѣненія  значеній  функціи  при  приближеніи  перемѣннаго  х 
къ  нулю. 

При  неограниченномъ  приближеніи  х  къ  нулю  абсолютное  зна¬ 
ченіе  его  безгранично  убываетъ.  Когда  х  принимаетъ  послѣдова¬ 
тельно  значенія  0,1;  0,01;  0,001;...,  функція  у  получаетъ  зна¬ 
ченія  10,  100,  1000, ....  Когда  х  принимаетъ  послѣдовательно  зна¬ 
ченія  —  0,1;  — 0,01;  —0,001;...,  функція  у  получаетъ  значе¬ 
нія — 10,  —  100,  —  1000, ....  Въ  томъ  и  другомъ  случаѣ  абсолютное 
значеніе  функціи  возрастаетъ.  Кромѣ  того  легко  видѣть,  что  это 
возрастаніе  неограниченно,  т.-е.  въ  процессѣ  приближенія  х  къ 
нулю  можно  указать  такое  значеніе  |#|,  начиная  съ  котораго 
значенія  |  у  |  будутъ  больше  произвольнаго  положительнаго  числа. 

Такой  способъ  измѣненія  функціи  кратко  характеризуется 
словами:  „ функція  стремится  къ  безконечности*  у  или  „ при  #  =  0 
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функція  получаетъ  безконечно  большое  значеніе ",  или  „ при  #  =  0 
функція  равна  безконечности" . 

При  непрерывномъ  измѣненіи  х  отъ  —  ОО  до  0  функція  отри¬ 
цательна  и  безгранично  возрастаетъ  по  абсолютному  значенію, 
т.-е.  стремится  къ  — СО,  а  при  измѣненіи  х  отъ  -{-ООдо  0  функція 
положительна  и  безгранично  возрастаетъ,  т.-е.  стремится  къ  -(-ОО. 
Поэтому  значеніе  функціи  при  .г=0  будетъ  — ОО  или  -(-оо,  въ 
зависимости  отъ  того,  совершается  ли  приближеніе  х  къ  пулю 
черезъ  возрастаніе  отрицательныхъ  значеній,  или  черезъ  убываніе 
положительныхъ .  При  непрерывномъ  измѣненіи  перемѣннаго 
отъ  — ОО  до  -(-ОО  переходъ  ого  черезъ  нуль  (т.-е.  черезъ  зна¬ 
ченіе  #  =  0)  сопровождается  перемѣной  знака  функціи,  которая 
скачкомъ  переходитъ  отъ  — ОО  къ  -(-ОО.  Такимъ  образомъ  нару¬ 
шается  ея  непрерывность;  значеніе  #  =  0  называется  мѣстомъ 
разрыва  функціи. 

§  18.  Геометрическое  изображеніе  совмѣстныхъ  измѣненій 
перемѣннаго  и  функціи.  Давая  перемѣнному  х  различныя  зна¬ 
ченія  и  вычисляя  соотвѣтственныя  значенія  функціи  у  =  /'(х'),  мы 
получаемъ  пары  чиселъ.  Если  принять  х  и  у  за  прямоугольныя 
координаты  точки  на  плоскости,  то  каждой  полученной  указан¬ 
нымъ  образомъ  парѣ  чиселъ  будетъ  соотвѣтствовать  точка  на 
плоскости  (§  2).  Ея  абсцисса  есть  взятое  нами  значеніе  перемѣн¬ 
наго,  а  ордината  —  соотвѣтственное  значеніе  разсматриваемой 
функціи. 

Вычислимъ,  наир.,  значенія  приведенныхъ  въ  предыдущемъ  § 
функцій  для  х  =  \,  П/2,  2,  2!/2,  3  и  результаты  расположимъ  въ 
слѣдующихъ  таблицахъ: 


а )  у=  2х  —  1 


Значенія 

Значенія 

X 

У 

1 

1 

і*/а 

2 

2 

3 

2  V* 

4 

3 

5 

Ь)  у  =  Ѵ 4х°- 


Значенія 

Значенія 

X 

У 

і 

.  V. 

іѴ* 

8/іе 

2 

і 

2Ѵ3 

і»/ів 

3 

2'/« 

с)  у  —  1/х 


Значенія 

X 

Значенія 

У 

1 

1 

1*/« 

Ѵз 

2 

Чі  ~ 

2'/* 

% 

3 

Ѵз 

Изученіе  приведенныхъ  таблицъ  позволяетъ  сдѣлать  нѣко¬ 
торыя  заключенія  о  характерѣ  измѣненія  разсматриваемыхъ 
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функцій  при  возрастаніи  перемѣннаго  на  1/2,  начиная  отъ  #=1 
и  кончая  #  =  3,  т.-ѳ.  при  прерывномъ  измѣненіи  х  въ  интер¬ 
валѣ  (1,3). 

Таблица  а)  показываетъ,  что  функція  у  =  2х  —  1  возрастаетъ 
вмѣстѣ  съ  х ,  при  чемъ  одинаковымъ  приращеніямъ  перемѣннаго 
(равнымъ  въ  разсматриваемомъ  случаѣ  !/2)  соотвѣтствуютъ  оди¬ 
наковыя  приращенія  функціи  (равныя  1);  таблица  Ь)  показываетъ, 
что  функція  у  =  \х 2  также  возрастаетъ  вмѣстѣ  съ  х,  но  равнымъ 
приращеніямъ  х  соотвѣтствуютъ  неравныя  приращенія  функціи; 
таблица  с )  показываетъ,  что  функція  Цх  убываетъ  съ  возрастаніемъ 
х  и  что  роднымъ  приращеніямъ  х  соотвѣтствуютъ  неравныя  отри¬ 
цательныя  приращенія  функціи. 

Построеніе  точекъ,  опредѣляемыхъ  каждой  парой  значеній 
х  и  у,  даетъ  намъ  для  каждой  функціи  5  точекъ,  взаимнымъ 
расположеніемъ  которыхъ  иллюстрируются  предыдущія  заклю¬ 
ченія  (черт.  13  а,  Ь ,  с). 


Черт.  13а.  Черт.  1 ЗЬ. 


У 

Уменьшая  скачекъ  при  переходѣ  отъ 
одного  значенія  х  къ  слѣдующему,  дѣлая 
его,  наир.,  равнымъ  1/4,  1/5,  0,1  и  т.  д., 
мы  удлиняемъ  таблицы  и  увеличиваемъ 
число  отдѣльныхъ  точекъ  на  плоскости, 
°  °  о  при  чемъ  одноименныя  координаты  ка- 

— - 2 -  X  ждыхъ  двухъ  сосѣднихъ  точекъ  все  менѣе 

0  и  менѣе  отличаются  другъ  отъ  друга,  а 

Черт.  ізс.  самыя  точки  располагаются  все  болѣе  и 

болѣе  тѣснымъ  рядомъ.  Это  вызываетъ 
представленіе  о  линіи ,  какъ  геометрическомъ  образѣ,  способномъ 
дать  иллюстрацію  совмѣстныхъ  измѣненій  перемѣннаго  х  и  его 
функціи  у.  Указанныя  выше  отдѣльныя  точки  лежатъ  на  линіи, 


§  19.  Геометрическое  значеніе  уравненія. 
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каждая  точка  которой  своей  абсциссой  даетъ  значеніе  перемѣн¬ 
наго  х ,  а  своей  ординатой  соотвѣтственное  значеніе  функціи  у . 

Эта  линія  называется  графикомъ  функціи.  Измѣненіе  ордината» 
графика  даетъ  наглядное  представленіе  оба,  измѣненіи  функціи. 
Графика,  функціи  у  —  2х — 1  представляетъ  прямую  (черт.  14), 

графикъ  функціи  у  =  ~х 2  есть  кривая,  называемая  параболой 

(черт.  15),  и  графикъ  функціи  у  —  1/х  есть  кривая,  называемая 
гиперболой  и  состоящая  изъ  двухъ  вѣтвей  (черт.  10). 


ѵ 


§  19.  Геометрическое  значеніе 
уравненія  у= 1\х).  Тотъ  способъ 
изслѣдованія  измѣненій  функціи, 
который  въ  предыдущемъ  §  была, 
примѣненъ  ка>  функціямъ  у= 2х — 1 , 
у  =  #2/4,  у  =  1  !х ,  можно  вообще 
примѣнять  къ  изслѣдованію  измѣ¬ 
неній  функцій,  опредѣляемыхъ 
уравненіями  вида: 


у—і  0*0  > 


(«) 


гдѣ  /*  обозначаета,  непрерывную  въ 
изслѣдуемомъ  интервалѣ  функцію. 

Для  функціи  ?/,  опредѣляемой 
уравненіемъ  (а),  можно  составить 
таблицу  совмѣстныхъ  измѣненій 
перемѣннаго  и  функціи,  можно 

иллюстрировать  эту  таблицу  построеніема,  точека»,  имѣющихъ  ко¬ 
ординатами  соотвѣтственныя  значенія  х  и  у>  можно,  наконецъ, 
построить  графикъ  функціи,  т.-е.  кривую,  обладающую  тѣмъ 


Черт.  10. 
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свойствомъ,  что  координаты  каждой  ея  точки  удовлетворяютъ 
уравненію  (а).  Изъ  этого  слѣду  отъ,  что  уравненію  (я)  соотвѣт¬ 
ствуетъ  нѣкоторая  кривая  на  плоскости,  если  х  и  у  принять  за 
координаты  точки. 

Уравненіе  (а)  называется  уравненіемъ  кривой ,  а  перемѣнныя 
координаты  х  и  у  въ  уравненіи  (а)  называются  текущими  ко - 
ординатами. 

Обратно,  если  линія  на  плоскости  дана  построеніемъ  или  какъ 
геометрическое  мѣсто  точекъ,  обладающихъ  извѣстнымъ  свойствомъ , 
то  выраженіе  этого  свойства  черезъ  координаты  произвольной 
точки,  лежащей  на  линіи,  приводитъ  къ  уравненію  между  ними. 
Такимъ  образомъ  каждой  линіи,  опредѣленной  геометрически, 
соотвѣтствуетъ  уравненіе  между  координатами  ея  точекъ. 

Установленная  такимъ  образомъ  связь  между  уравненіемъ 
у  =  {(х)  и  кривой  на  плоскости  позволяетъ  привести  изученіе 
формы  и  свойствъ  кривой  къ  изслѣдованію  е*я  уравненія. 

Въ  этомъ  заключается  основная  мысль  аналитической  геометріи. 

§  20.  Геометрическое  значеніе  системы  двухъ  уравненій 
между  координатами  точки.  Разсматривая  систему  двухъ 
уравненій 

У— С 0*0  и  у=Т\х) . (а) 

мы  имѣемъ  въ  виду  только  тѣ  пары  чиселъ  х  и  у,  которыя 
удовлетворяют!,  тому  и  другому  уравненію.  Съ  геометрической 
точки  зрѣнія  это  значитъ,  что  мы  разсматриваемъ  только  тѣ 
точки,  которыя  являются  общими  обѣимъ  кривымъ,  опредѣ¬ 
ляемымъ  этими  уравненіями.  Поэтому,  система  двухъ  уравненій 
(я)  даетъ  точки  пересѣченія  двухъ  кривыхъ ,  опредѣляемыхъ  ея 
уравненіями. 

§  21.  Уравненіе  между  полярными  координатами  точки. 

Все,  сказанное  выше  о  геометрическомъ  значеніи  уравненія  между 
декартовыми  координатами,  приложимо  и  къ  уравненію 

>*=/'('?) 

между  полярными  координатами  (§  7)  точки  на  плбскости.  Это 
уравненіе  опредѣляетъ  собою  кривую,  какъ  геометрическое  мѣсто 
точекъ,  полярныя  координаты  которыхъ  удовлетворяютъ  этому 
уравненію. 

Напримѣръ,  уравненіе  г  =  а  есть  геометрическое  мѣсто  то¬ 
чекъ,  для  которыхъ  радіусъ  векторъ  имѣетъ  постоянную  воли- 
чину  а  (кругъ  съ  центромъ  въ  полюсѣ  и  радіусомъ  г<). 

Система  двухъ  уравненій 

Г  =  І  Ор)  и  Г  =  Р  0р) 


§  23.  Классификація  функцій. 
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опредѣляетъ  точки  пересѣченія  двухъ  кривыхъ,  данныхъ  этими 
уравненіями. 

§  22.  Уравненія  вида:  /э(а:,у)  =  0.  Сказанное  о  геометриче¬ 


скомъ  значеніи  уравненій  вида 

у=/’0)  или  г—(  Ор) . (?) 

приложимо  и  къ  уравненіямъ  болѣе  общаго  тина: 

/■(«,  У)=0  или  Цг,  (р)  =  0 . (у) 


Эти  послѣднія  указываютъ,  что  между  декартовыми  коорди¬ 
натами  хну  или  полярными  координатами  г  и  ср  существуетъ 
зависимость,  благодаря  которой  данному  значенію  х  или  ср  со¬ 
отвѣтствуютъ  одно  или  нѣсколько  значеній  соотвѣтственно  у  или  г; 
другими  словами,  уравненія  (у)  устанавливаютъ  такъ  же,  какъ  и 
уравненія  (,3),  функціональную  зависимость  между  х  и  у  или  между 
г  и  ср.  Отсюда  вытекаетъ  и  одинаковое  геометрическое  значеніе 
уравненій  вида  ((5)  и  уравненій  вида  (у):  уравненія  (у)  суть  урав¬ 
ненія  кривыхъ  на  плоскости. 

Функція,  опредѣляемая  уравненіемъ  вида  ([і),  называется  явной 
функціей  перемѣннаго;  функція,  опредѣляемая  уравненіемъ  вида 
(у),  носитъ  названіе  неявной  функціи. 

§  23.  Классификація  функцій.  Простѣйшими  функціями  пе¬ 
ремѣннаго  х  являются  результаты  совершенія  надъ  нимъ  С  алге¬ 
браическихъ  дѣйствій:  сложенія,  вычитанія,  умноженія,  дѣленія, 
возведенія  въ  степень  и  извлеченія  корня.  Эти  функціи  слѣ¬ 
дующія: 

1)  х-\ -а,  2)  гЬ(#  —  я),  3)  ах,  4)  а/х,  5)  х'п,  6)ѵі/х, 

гдѣ  а  и  т  суть  постоянныя,  при  чемъ  т  есть  натуральное  число. 

Первыя  пять  изъ  этихъ  функцій  называются  раціональными , 
а  послѣдняя — ирраціональной. 

Функціи  1),  2),  3),  5)  и  6)  называются  цѣлыми ,  а  4) — дробною. 

Слѣдующими  по  сложности  функціями  является  многочленъ 

Vя  +^г*т~1  +  ...  +Рт_іЯ+рт, . (5) 

гдѣ  р  со  значками  суть  нѣкоторыя  постоянныя  числа,  а  т  обо¬ 
значаетъ  натуральное  число,  и  алгебраическая  дробь 


1„*п  -Ні*1— 1  +  •••  -И«— V*  +  Чп  ’ 


.  .  (5) 
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въ  которой  р  и  с[  суть  постоянныя,  а  т  и  п  натуральныя  числа. 
Многочленъ  (5)  называется  цѣлой  раціональной  функціей  степени 
т ,  а  дробь  )  —  дробной  раіеіональной  функціей.  Всѣ  эти  функціи 
называются  алгебраическими. 

Вообще  лее  у  называется  алгебраической  функціей  перемѣн¬ 
наго  х ,  если  она  опредѣляется  уравненіемъ  вида: 

Аг  +  лхУт  1  +  -  +  л„,_і  г  Мт=°> 

гдѣ  т  есть  натуральное  число,  а  коэффиціенты  А  съ  индексами 
обозначаютъ  цѣлыя  раціональныя  функціи  перемѣннаго  х.  Такъ, 
напр.,  каждое  изъ  уравненій 

(1—  У  —  1  =0, 

І-Ѵ-'  -)-  Й-.//2  —  а"-Ь-  =  0, 
х3  “Ь  У3  —  Заху  —  0 

оиродѣляеті,  алгебраическую  функцію  у  перемѣннаго  х. 

Функціи  не  алгебраическія  носятъ  названіе  трансцендсптныэсъ. 
Въ  элементарном!,  анализѣ  изъ  такихъ  функцій  разсматриваются 
показательная  функція  (а*),  логариѳмъ  ( Іодх ),  тригонометрическія 
(#?пх,  со8Х ,  іапх ,  ея&г,  собеса;)  и  обратныя  круговыя  ( агезгпх , 

агссозх ,  агсіапх,  агссоіх ,  агсзссх ,  агссозссх). 

§  24.  Геометрическое  Значеніе  уравненія  ~=[{ху  у).  Уравненіемъ 

~  У) . (С 

Г  опредѣляется,  какъ  функція  двухъ  независимыхъ  перемѣнныхъ  я?  и  у. 
Для  каждой  пары  чиселъ  а*  и  у  это  уравненіе  даетъ  одно  или  нѣсколько 
значеній  Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  тройки  чиселъ  ху  уу  г. 

Если  принять  ихъ  за  декартовы  координаты  точки  въ  пространствѣ,  то 
каждой  тройкѣ  будетъ  соотвѣтствовать  точка  въ  пространствѣ  (§  9);  давая 
х  и  у  различныя  значенія  и  вычисляя  при  помощи  уравненія  (С)  соотвѣт¬ 
ственное  значеніе  мы  можемъ  получить  безчисленное  множество  изоли¬ 
рованныхъ  точекъ  въ  пространствѣ. 

Полагая  въ  уравненіи  (С)  у  постояннымъ  (папр.,  равнымъ  Ь\  мы  полу¬ 
чимъ  уравненіе  г  =  /(.г,  Ь)  между  координатами  г  и  х;  если  /'  есть  непре¬ 
рывная  относительно  х  функція,  то  это  уравненіе  опредѣляетъ  кривую 
(§  19;,  лежащую  въ  плоскости,  параллельной  плоскости  хг  и  отстоящей  отъ 
нея  на  разстояніи  Ъ  (§  9).  Давая  Ъ  различныя  значенія,  можно  получить 
произвольное  число  такихъ  кривыхъ.  Если  функція  /*  непрерывна  и  отно¬ 
сительно  перемѣннаго  ;//,  то  молено  измѣнять  у  (или,  что  все  равно,  Ъ)  такъ, 
чтобы  указанныя  кривыя  расположились  какъ  угодно  тѣснымъ  рядомъ.  Это 
вызываетъ  въ  насъ  представленіе  о  поверхности ,  на  которой  леясатъ  всѣ 
эти  кривыя.  Координаты  каяедой  точки  этой  поверхности  удовлетворяютъ 
уравненію  (С).  Такимъ  образомт,  мы  приходимъ  къ  заключенію,  что  уравне¬ 
ніе  (С),  въ  которомъ  ху  у  п  г  суть  координаты  точки  въ  пространствѣ,  есть 
уравненіе  поверхности. 

То  лее  самое  геометрическое  значеніе  имѣетъ  и  уравненіе 

А®,  у,  *)=о, 

въ  которомъ  х,  Уу  г  суть  координаты  точки  въ  пространствѣ  (ср.  §  22). 


$  25.  Уравненіе  прямой  въ  'нормальномъ  видѣ. 
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Уравненіе  прямой.  Основныя  задачи  на  прямую.  Функція 
первой  степени. 


§  25.  Уравненіе  прямой  въ  нормальномъ  видѣ.  Положеніе 
прямой  относительно  данной  системы  прямоугольныхъ  коорди¬ 
натъ  можно  опредѣлить  длиною  р  перпендикуляра  ОР,  опущен - 
наго  на  нее  изъ  начала  координата,  и  угломъ  а ,  который  обра¬ 
зуется  этимъ  перпендикуляромъ  съ  положительнымъ  направле¬ 
ніемъ  оси  х .  Чтобы  найти  уравненіе,  связывающее  координаты 
ея  точект»,  возьмемъ  на  прямой  произвольную  точку  М  (черт.  17), 
опустимъ  изъ  нея  перпендикуляръ  МУ  на  ось  х  н  проектируемъ 
ломаную  ОУМР  на  ея  замыкающую  ОР.  Получимъ  (§  8): 

пр.  (Ж-{-пр.  УМ-\-  пр.  МР  =  пр.  ОР. 

Но  (§  8) 

пр.  ОУ  =  ОЖсозт,  пр.  N31  =  N31008^™ — =  ІѴЛ Ыпа\ 
пр.  МР  =  МРсоз  |  =  0,  пр.  ОР  =  ОР. 


Называя  черезъ  хну  коорди¬ 
наты  точки  М  и  замѣчая,  что 


ОУ 


■  х,  УМ- 


: У , 


изъ  предыдущаго  соотношенія  на¬ 
ходимъ 

хсояа  -{-  у  яг  па  =  р,  или 
хсояа  -{-  уяіпа — р  —  0  .  .  .  .  (11) 

Такъ  какъ  на  прямой  была 
взята  произвольная  точка  ЛГ  ( \х ,  ?/), 
то  уравненіе  (11)  даетъ  связь  между 
координатами  любой  точки  данной 
прямой,  другими  словами,  коорди¬ 
наты  всѣхъ  точекъ  данной  прямой 

удовлетворяют!,  уравненію  (11),  координаты  же  точекъ,  лежа¬ 
щихъ  внѣ  этой  прямой,  уравненію  (11)  не  удовлетворяютъ. 
Поэтому  уравненіе  (11)  называется  уравненіемъ  данной  прямой . 

Легко  видѣть,  что  уравненіе  всякой  прямой  будетъ  того  же 
вида. 


Черт.  17. 


Дцфф.  и  ннтегр.  исчисленіи 


3 
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Уравненіе  (11)  есть  уравненіе  первой  степени  относительно 
текущихъ  координатъ.  Слѣд.,  уравненіе  прямой  есть  уравненіе 
первой  степени  относительно  декартовыхъ  координатъ  *'). 

Докажемъ  обратное  предложеніе:  уравненіе  первой  степени 
относительно  прямоугольныхъ  координатъ  есть  уравненіе  прямой. 

Пусть  имѣемъ  уравненіе 

Ах  +  Ву-\-С  =  0, . (а) 

въ  которомъ  А ,  В  и  С  суть  данныя  числа. 

Изъ  алгебры  извѣстно,  что  умноженіе  обѣихъ  частей  уравненія 
на  постоянный  множитель,  отличный  отъ  нуля,  приводитъ  къ 
равносильному  уравненію,  т.-е.  такому,  которое  удовлетворяется 
тѣми  же  значеніями  перемѣнныхъ,  что  и  данное.  Поэтому  вмѣсто 
уравненія  (а)  можно  разсматривать  уравненіе 

\Ах  +  ІВу-\-\С= 0,  .  .  . . ф 

въ  которомъ  л  есть  нѣкоторый  постоянный  множитель.  Пользуясь 
неопредѣленностью  этого  множителя,  попытаемся  выбрать  его 
такъ,  чтобы 

X А  =  сова,  \В  =  віпа  и  ).С  =  —  р . (у) 

Если  такое  опредѣленіе  X  окажется  возможнымъ,  то  уравненіе 
([})  приметъ  видъ  уравненія  (11),  которое  служитъ  уравненіемъ 
прямой,  и  желаемое  такимъ  образомъ  будетъ  доказано. 

Возводя  первыя  два  изъ  уравненій  (у)  въ  квадратъ  и  склады¬ 
вая  почленно,  находимъ: 

X2  (Я2  -(-  В2)  —  соз2а  8іп22  или  X2  (А2  -|-  В2)  =  1 . 


Отсюда  получаемъ: 

Х=_±1_ 

/  А 2  в* 


(12) 


Третье  изъ  уравненій  (у)  опредѣляетъ  знакъ ,  который  нужно 
взять  въ  формулѣ  (12):  такъ  какъ  р  есть  величина  существенно 
положительная,  то  \С  должно  быть  отрицательно;  слѣд.,  X  и  С 
должны  быть  обратныхъ  знаковъ.  Такимъ  образомъ,  для  уравненія 
(а)  существуетъ  такой  множитель,  умноженіе  на  который  при- 


*)  Заключеніе  справедливо  не  только  по  отношенію  къ  прямоугольнымъ 
декартовымъ  координатамъ,  но  и  по  отношенію  къ  косоугольнымъ.  См.  по¬ 
дробные  курсы  аналитической  геометріи. 
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§§  26 ,  27.  Различные  виды  уравненія  прямой . 


водитъ  его  къ  виду  (11).  Слѣд.,  уравненіе  первой  степени  между 
декартовыми  координатами  точки  есть  уравненіе  прямой. 

Уравненіе  (11)  носитъ  названіе  уравненія  прямой  въ  нормаль¬ 
номъ  видѣ.  Множитель  ).  называется  нормирующимъ  множителемъ 
уравненія  (а). 

Примѣры.  1.  Для  уравненія  За;  —  4 у  —  15  =  0  нормирующій 
множитель  раненъ  */5;  аир  опредѣляются  уравненіями: 

а  =  0,6;  зіп  а  =  —  0?8;  р  =  3. 

2.  Для  уравненія  40л;  — 9т/  — |—  82  =  0  имѣемъ: 

/.  =  —  У«;  со$а  —  —  40/41;  зіп  а  —  —  ®,41;  р  =  2. 

§  26.  Уравненіе  прямой  относительно  отрѣзковъ.  Изъ 

уравненія  (11)  можно  получить  уравненіе  прямой  въ  другихъ 
формахъ. 

Если  черезъ  а  и  Ь  обозначимъ  отрѣзки,  отсѣкаемые  данной 
прямой  соотвѣтственно  на  осяхъ  х  и  т/,  т.-е.  положимъ  (черт.  17) 

ОЛ  =  а  и  ОВ  —  Ь , 

то  изъ  треугольниковъ  ЛОР  и  ВОР  получимъ 

р  =  а  сова  и  р  =  Ь  зіп  а, 
или  соза—р/а  и  зіпа=р/Ъ. 

Подставляя  эти  значенія  соза  и  зіп  а  ѵъ  уравненіи  (11)  и  со¬ 
кращая  на  р  (р^=о),  находимъ 

~  — 1  =0  или 1 . (13) 

а  1  о  а  1  Ь 

Это  уравненіе  есть  уравненіе  прямой  относительно  отрѣзковъ , 
образуемыхъ  ею  на  осяхъ  координатъ. 

.  §  27.  Уравненіе  у  =  кх-\-Ъ,  Рѣшая  уравненіе  (13)  относи¬ 
тельно  у ,  получимъ  уравненіе 

Ь  17 
у  — - х  -  -  Ь. 

Изътреу голышка  ЛОВ ,  въ  которомъ  а  и  Ь  суть  катеты,  на¬ 
ходимъ: 

Ь 

-  =  іап  В  АО. 

а 


3* 
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Глава  III.  Уравненіе  прямой . 


Если  обозначимъ  черезъ  ср  уголъ  хАВ ,  образуемый  прямой: 
съ  положительнымъ  направленіемъ  оси  то 

ВАО=ъ — <р  и  іап  ВАО=іап  (я- — '^)= — (ап  <р;  слѣд.,  -  =  —  (ап  у. 

а 

Полагая  (ап  <р  =  /с,  получимъ  уравненіе  прямой  въ  слѣ¬ 
дующемъ  видѣ: 

у  =  кх-\-Ъ . (14) 

Въ  каждомъ  изъ  уравненій  (11),  (13)  и  (14)  имѣются  двѣ 
постоянныя  для  данной  прямой  величины:  р  и  а  въ  уравненіи 
(11),  а  и  Ь  въ  уравненіи  (13),  к  и  Ь  въ  уравненіи  (14). 

Эти  величины  носятъ  названіе  параметровъ .  Два  параметра 
опредѣляютъ,  положеніе  прямой  относительно  системы  осей  ко¬ 
ординатъ.  Параметръ  к  въ  уравненіи  (14)  называется  угловымъ 
коэффиціентомъ  прямой. 

§  28.  Частные  случаи  уравненія  прямой.  Разсмотримъ 
уравненіе 

Ах  +  Ву  +  С  =  0 . .  .  (а) 

при  нѣкоторыхъ  частныхъ  предположеніяхъ  относительно  коэф¬ 
фиціентовъ  А ,  В  и  С. 

1)  (7  =  0,  А=/=  0,  В=/=  0.  Уравненіе  (а)  удовлетворяется  въ 
этомъ  случаѣ  значеніями  х  =  0 ,  ?/  =  0.  Слѣд.,  прямая,  для  ко¬ 
торой  оно  служитъ  уравненіемъ,  проходитъ  черезъ  точку  (0,0),  т.-е. 
черезъ  начало  координатъ.  Итакъ,  уравненіе  прямой,  проходящей 
черезъ  начало  координатъ,  имѣетъ  видъ 

Ах  +  Ву  =  0 . (?) 

2)  А=^=  0,  В  =  0,  (7^0.  Въ  этомъ  случаѣ  уравненіе  (а)  обра¬ 
щается  въ  уравненіе: 

Ах+С  =  0 . (у) 


Рѣшая  его,  находимъ: 

С 

х  - - 7  =  а. 

А 

Изъ  этого  уравненія  слѣдуетъ,  что  всѣ  точки  прямой  имѣютъ 
постоянную  абсциссу,  т.-о.  равно  удалены  отъ  оси  у  (§  2).  Прямая, 
обладающая  этимъ  свойствомъ,  параллельна  оси  у.  СлЬд.,  урав¬ 
неніе  (у)  есть  уравненіе  прямой,  параллельной  оси  у . 
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3)  Л=0,  7>=т^0,  (7=^0.  Разсуждая  такъ  же,  какъ  и  въ  пре¬ 
дыдущемъ  случаѣ,  найдемъ,  что  уравненіе 

в!/+с=о . (р 

есть  уравненіе  прямой,  параллельной  оси  х. 

4)  А- ^=0,  77  =  0,  (7  =  0.  Уравненіе  (а)  приводится  къ  уравненію 

Ах  =  0  или  х  =  0 . (3) 


Разсматриваемый  случай  есть  комбинація  случаевъ  1  и  2. 
Уравненіе  (3)  есть  уравненіе  оси  у. 

5)  А  =  0,  В=^0,  С  —  0.  Уравненіе 

Ву  =  0  или  у  =  0 . (з) 


есть  уравненіе  оси  х. 

6)  А  =  0,  В—  0,  (7=^0.  Уравненіе  (а)  при  подстановкѣ  этихъ 
значеній  коэффиціентовъ  приводится  къ  уравненію 

(7=0  или  1  =  0, 

которое  представляетъ  очевидную  нелѣпость.  Полученіе  этого 
результата  явилось  слѣдствіемъ  того,  что  мы  въ  уравненіи  (а) 
приняли  коэффиціенты  А  и  В  равными  нулю.  Къ  другому  заклю¬ 
ченію  мы  придемъ,  если  будемъ  разсматривать  приближеніе  этихъ 
коэффиціентовъ  къ  нулю,  т.-е.  будемъ  считать  А  и  В  измѣ¬ 
няющимися  и  въ  своихъ  измѣненіяхъ  приближающимися  къ  нулю. 
Замѣтивъ,  что  уравненіе  (а)  при  коэффиціентахъ  А ,  В  и  (7, 
отличныхъ  отъ  нуля,  равносильно  уравненію 


А  В 

которое  имѣетъ  тотъ  лее  видъ,  что  и  уравненіе  (13),  мы  заклю¬ 
чаемъ,  что  отношенія  —  (7/ А  и — С /В  суть  мѣры  отрѣзковъ,  обра¬ 
зуемыхъ  прямой  на  осяхъ  координатъ.  Если,  при  (7  постоянномъ, 
коэффиціенты  А  и  В  неограниченно  приближаются  къ  нулю,  то 
эти  отношенія  безгранично  возрастаютъ  по  абсолютному  зна¬ 
ченію.  Поэтому  при  измѣненіи  А  и  В  и  стремленіи  ихъ  къ  нулю 
уравненіе  (а)  выражаетъ  прямыя,  все  болѣе  и  болѣе  отдаленныя 
отъ  начала  координатъ.  Полученное  выше  нелѣпое  уравненіе 
1=0  можно  разсматривать,  какъ  предѣльный  случай  этого  пере- 
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мѣннаго  уравненія,  и  принять  его  за  уравненіе  безконечно  уда¬ 
ленной  прямой  *). 

§  29.  Построеніе  прямой,  данной  уравненіемъ.  Для  по¬ 
строенія  прямой,  данной  уравненіемъ,  проще  всего  найти  какія- 
нибудь  двѣ  ея  точки;  соединивъ  эти  точки,  мы  получимъ  искомую 
прямую. 

Примѣръ  1.  Дано  уравненіе  2х  —  3 у  —  12  =  0.  Чтобы  найти 
двѣ  точки,  лежащія  на  этой  прямой,  дадимъ  одной  изъ  коорди¬ 
натъ  какое-нибудь  значеніе  и  вычислимъ  изъ  уравненія  соотвѣт-  • 
СТВ9ННОО  значеніе  другой.  Пусть  #=0;  подставивъ  въ  данное 
уравненіе  х  =  0  и  опредѣляя  у ,  находимъ  у  —  —  4.  Слѣд.,  точка 
(0, — 4)  находится  на  нашей  прямой.  Чтобы  найти  другую  точку 
ѳя,  положимъ,  наир.,  у  —  0.  При  у  —  0  уравненіе  даетъ:  #=0. 
Слѣд.,  на  прямой  находится  точка  (6,0).  Построимъ  эти  точки; 
прямая,  соединяющая  ихъ,  есть  искомая  ( рекомендуется  сдѣлать 
чертежъ). 

Примѣръ  2.  Построить  прямую,  данную  уравненіемъ  х — у= 0. 
Данная  уравненіемъ  прямая  проходитъ  черезъ  начало  координатъ 
(§  28,1);  для  построенія  ея  достаточно  найти  еще  одну  точку. 
Полагая,  напр.,  х—\,  находимъ  у  =  1.  Слѣд.,  точка  (1,1)  нахо¬ 
дится  на  прямой.  Прямая,  соединяющая  точки  (0,0)  и  (1,1),  есть 
искомая. 

Примѣръ  3.  Построить  прямую,  данную  уравненіемъ 
22/+ 5=0. 

Прямая  параллельна  оси  х  и  находится  отъ  нея  па  раз¬ 
стояніи —  2,5  (§  28,2). 

§  30.  Задача  1.  Даны  двѣ  прямыя  уравненіями: 


у  =  Ісх  +  Ь 
у  —  'к1хДгЪх 


Требуется  найти  уголъ  между  ними. 

Пзтсть  прямая  (а)  составляетъ  съ  положительнымъ  направле¬ 
ніемъ  оси  х  уголъ  ср,  а  прямая  ((5) —  уголъ  <ра;  уголъ  между  пря¬ 
мыми  обозначимъ  черезъ  0  (черт.  18).  Пользуясь  извѣстнымъ 
свойствомъ  внѣшняго  угла  треугольника,  находимъ 


V  — ?!  +  О,  откуда  0  =  <р — 


*)  Допускается,  что  па  плоскости  существуетъ  только  одна  безконечно • 
удаленная  прямая ,  такъ  что  способъ  безграничнаго  возрастанія  абсолютнаго 
значенія  отрѣзковъ,  отсѣкаемыхъ  прямой  на  осяхъ  координатъ,  нс  имѣетъ 
никакого  зпачеиія  при  удаленіи  ея  въ  безконечность. 


§§  30 ,  31.  Задачи  па  прямую. 
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\ 


Но  данныя  уравненія  (а)  и 
(р)  но  содержатъ  угловъ  <р  и 
непосредственно;  въ  нихъ  вхо¬ 
дятъ  тангенсы  этихъ  угловъ 
(§  27): 

к  — іап  у,  кг=іап  <рг 

Чтобы  воспользоваться  дан¬ 
ными  величинами  к  и  &г,  най¬ 
демъ  іап  0: 

іап  0 = іап  (<р — уг)  —■ 

іапЬ=ттк 

Эта  формула  рѣшаетъ  во¬ 
просъ  объ  углѣ  между  прямыми. 

Если  к  =  кѵ  то  іап  0  =  0,  0  =  0,  т.-о.  прямыя  (а)  и  (Р)  па¬ 
раллельны. 

Обратно,  если  прямыя  параллельны,  то  0  =  0  и,  слѣд.,  Л;  ==  Л*г. 
Поэтому  условіе  параллельности  двухъ  прямыхъ  заключается 
въ  равенствѣ  ихъ  угловыхъ  коэффиціентовъ: 


іап  у — іап 
1  -\-іап  уіапу^ 

.  .  (15) 


к  =  кг . (16) 

Если  14-М'і  =  0,  то  іап  0  =  СО,  0  =  ^  т.-е.  прямыя  перпен- 

дикулярны  другъ  къ  другу.  Обратно,  если  0=^  то  іап  0  =  ОО  и 
1  -\-ккг  =  0. 

Итакъ,  условіе  перпендикулярности  двухъ  прямыхъ  выра¬ 
жается  слѣдующимъ  уравненіемт»  между  ихъ  угловыми  коэффи¬ 
ціентами: 

1  ккг  =  0  или  кг  =  —  ^ . (17) 

/с 


§  31.  Задача  2.  Найти  уравненіе  прямой ,  проходящей  черезъ 
данную  точку. 

Пусть  дана  точка  (я^,  у г).  Уравненіе  всякой  прямой  есть 

У  ==  кх  -(-  Ь . (а) 

Если  прямая  проходитт»  черезъ  точку  (хѵ  у 1),  то  координаты 
точки  должны  удовлетворить  уравненію  прямой;  поэтому 

У і  =кх^  -{-  Ь. 
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Опредѣливъ  отсюда  Ь  и  поставивъ  найденное  значеніе  въ 
уравненіе  (а),  найдемъ 

У  —  Ъ:  у х — кхх, 

ИЛИ 

У  —  Уі  =  Ъ  (ж  — а:,) . (18) 

Это  уравненіе  есть  искомое  уравненіе  прямой,  проходящей 
черезъ  данную  точку.  Въ  немъ  остается  неопредѣленнымъ  пара¬ 
метръ  1с;  это  объясняется  неопредѣленностью  поставленной  за¬ 
дачи:  черезъ  данную  точку  можно  провести  не  одну  прямую,  а 
безчисленное  множество  прямыхъ,  образующихъ  съ  осью  х  раз¬ 
личные  углы  и,  слѣд.,  имѣющихъ  различные  угловые  коэффи¬ 
ціенты. 

Уравненіе  (18),  какъ  дающее  при  различныхъ  значеніяхъ 
1с  уравненія  всѣхъ  прямыхъ,  проходящихъ  черезъ  точку  (хѵ  у^), 
называется  уравненіемъ  пучка  прямыхъ ,  проходящихъ  черезъ 
точку  іхѵ  ух). 

§  32.  Задача  3.  Найти  уравненіе  прямой ,  проходящей  черезъ 
двѣ  данныхъ  точки. 

Пусть  даны  точки  (хг,  ух)  и  ( х2 ,  у2 ).  Уравненіе  прямой,  про¬ 
ходящей  черезъ  первую  изъ  нихъ,  есть  уравненіе  (18).  Если 
прямая  проходитъ  и  черезъ  вторую  точку,  то 

У 2  У\:=к  0^2  ^і)* 


Опредѣливъ  изъ  этого  уравненія  1с  и  подставивъ  найденное 
значеніе  въ  уравненіе  (18),  получимъ: 


или 


У  — Ух 


У2 _ У\ 

х2  —  хх 


(*  — а?і) 


х  —  г\_у  — у1 
х2  —  *і  у2  —  ух 


•  (19) 


Это  и  есть  искомое  уравненіе. 

§  33. -Задача  4.  Найти  точку  пересѣченія  двухъ  прямыхъ,  дан¬ 
ныхъ  ихъ  уравненіями. 

Пусть  уравненія  данныхъ  прямыхъ  таковы: 

Ах  -[-  Ну  С  —  0 . (я) 

А'х-\-Ву-\-С'  =  0 . ([}) 

Найти  точку  пересѣченія  двухъ  прямыхъ  значитъ  найти  ихъ 
общую  точку.  Координаты  этой  точки  должны  удовлетворять 


§§  32 ,  33.  Задачи  па  прямую. 
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уравненіямъ  обѣихъ  прямыхъ.  Слѣд.,  для  опредѣленія  ихъ  нужно 
рѣшить  систему  уравненій  (д)  и  ($).  Сдѣлавъ  это,  получимъ  для* 
координатъ  искомой  точки  слѣдующія  выраженія: 

ВС'  — ВС  СА'—С'А 
х  ЛЛ'  —  Л’Н’  Ѵ~~  ЛВ'— А! В . Ф 

Если  АВ  —  А'ВфО,  то  эти  выраженія  даютъ  опредѣлен¬ 
ныя  значенія  для  х  и  у.  Это  значитъ,  что  точка  пересѣченія  су¬ 
ществуетъ. 

Если  АВ'  —  А'В  =  О,  В(У  —  В'СфО,  СА'—(?Лф09то  фор¬ 
мулы  (у)  даютъ  для  хну  безконечныя  значенія.  Это  значить, 
что  прямыя  не  пересѣкаются,  т.-е.  параллельны .  Такимъ  образомъ 
равенство 

АВ—А'В  =  0 . (5) 

является  условіемъ  параллельности  прямыхъ  (а)  и  ($). 


Равенство  (о)  мешено  замѣнить  равенствомъ 

А_А_ 

В~  В ’  *  ‘  *  * 


(О 


выражающимъ  пропорціональность  коэффиціентовъ  при  одно¬ 
именныхъ  координатахъ  въ  двухъ  уравненіяхъ.  Принимая  во 
вниманіе,  что  угловые  коэффиціенты  прямыхъ  (д)  и  ([})  соотвѣт- 
1  А. ' 

ствѳнно —  ц  и — 2^-»  мы  видимъ,  что  уравненія  (з)  и  (16)  имѣютъ 
одинаковый  геометрическій  смыслъ. 

Если  АВ—А!В  =  О,  ВС  —  В'С  =  0  и  СА!  —  С'А  =  0  .  .(С) 


то  уравненія  (у)  даютъ  для  х  и  у  выраженія  неопредѣ, геннаго 
О 

вида  •  Чтобы  выяснить  геометрическій  смыслъ  этого  результата, 
замѣтимъ,  что  изъ  условій  (,)  вытекаютъ  равенства 


А  _В  _С_ 

А!  В  С 9 

устанавливающія  пропорціональность  соотвѣтственныхъ  коэффй-  , 
ціентовъ  двухъ  уравненій  (а)  и  ($).  Обозначив?»  предыдущія  оѴно^і 
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шенія  черезъ  >  найдемъ,  что  Л'  =  шЛ,  =  С'  =  тС ,  такъ 
■  т 

что  уравненіе  (р)  приводится  къ  уравненію 
т(Ах  +  &у  +  С^  =  Ъ; 

которое  равносильно  уравненію  (а),  и,  слѣд.,  оба  уравненія  (а)  и  (^) 
опредѣляютъ  одну  и  ту  же  прямую.  Поэтому  задача  приводится 
къ  задачѣ  о  пересѣченіи  двухъ  сливающихся  прямыхъ,  за  точку 
пересѣченія  которыхъ  можно  принять  любую  ихъ  точку. 

§  34.  Задача  5.  Найти  разстояніе  точки  отъ  прямой. 

Пусть  дана  (черт.  19)  точка  М(хѵ  у 2)  и  прямая  (а)  уравне¬ 
ніемъ  въ  нормальномъ  видѣ: 

х сов  а-\ -у  віп а  — р  =  0 . (а) 

Проведемъ  черезъ  точку  Ж  прямую,  параллельную  данной 
прямой  (а).  Перпендикуляръ,  опущенный  на  эту  прямую  изъ  на¬ 
чала  координатъ,  образу етъ  съ  осью  х  либо  уголъ  я,  либо  уголъ 
тт  — (—  а.  Въ  первомъ  случаѣ  его  направленіе  совпадает!»  съ  на¬ 
правленіемъ  перпендикуляра  р,  а  во  второмъ  противоположно 
ему.  Если  длину  этого  перпендикуляра  обозначимъ  черезъ  рѵ  то 
прямая,  проведенная  черезъ  точку  Ж  параллельно  данной,  въ 
первомъ  случаѣ  опредѣляется  уравненіемъ: 

х  сов  а  у  8Іп  а  —  рх  =  0, . ([5) 


а  во  второмъ  случаѣ  уравненіемъ: 

хсо$(п^а)^у8іп(ті-\-а') — 7>1=0  или  хсозоі-\-у8т2-\-р1=0  /  .  .([О 
Уравненія  (^)  и  ([}')  можно  объединить  въ  одно  ($),  допустивъ 
для  рх  отрицательныя  значенія. 

Чтобы  опредѣлить  рѵ  замѣтимъ,  что  точка  Ж(хѵ  уд)  лежитъ 
на  прямой  (^)  по  построенію;  поэтому 


х2  со8  а  -[ -у2  8 іи  а  — рг  =  0  и 
рх  =  х2  со8  а  +  у2  8Іп  а. 

Легко  видѣть,  что  разстояніе 
точки  Ж  отъ  прямой  (а)  равно 
рх  — р.  Обозначая  это  разстояніе 
черезъ  5  и  пользуясь  значеніемъ 
р2,  получаемъ 

^  &  =  х2  со8  я-\-  ух  8іп  а  — р . . .  (20) 

Вторая  часть  этой  формулы 
получается  черезъ  подстановку 
координатъ  данной  точки  вмѣсто 
текущихъ  координатъ  въ  пер- 
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вую  часть  уравненія  данной  прямой  въ  нормальномъ  видѣ. 
Если  уравненіе  прямой  дано  не  въ  нормальномъ  видѣ,  то  для: 
вычисленія  разстоянія  точки  отъ  прямой  слѣдуетъ  привести  ея 
уравненіе  къ  нормальному  виду  (§  25)  и  затѣмъ  воспользоваться 
формулой  (20). 

При  вычисленіи  разстоянія  точки  отъ  прямой  по  формулѣ  (20)* 
можетъ  получиться  положительное  и  отрицательное  число  и  нуль. 
Положительное  число  получается,  когда  р1^>р,  т.-ѳ.  для  всѣхъ 
точекъ  плоскости,  которыя  отдѣлены  отъ  начала  координатъ- 
данной  прямой;  отрицательное  число  получается,  когда  рг<^р, 
т.-ѳ.  для  всѣхъ  точекъ  плоскости,  лежащихъ  съ  началомъ  ко¬ 
ординатъ  по  одну  сторону  данной  прямой.  Эти  двѣ  части  плос¬ 
кости  раздѣляются  данной  прямой,  для  точекъ  которой  разсматри¬ 
ваемое  разстояніе  равно  нулю. 

§  35.  Функція  первой  степени.  Въ  §  27  указано  геометри¬ 
ческое  значеніе  уравненія 

у  =  ах-\-Ъ, . (а> 

гдѣ  а  и  Ь  суть  постоянныя,  или,  другими  словами,  построенъ 
графикъ  цѣлой  раціональной  функціи  первой  степени  (§  23).  Эта 
функція  называется  также  линейной  функціей  перемѣннаго  х. 

Разсмотримъ  свойства  линейной  функціи. 

Обозначимъ  черезъ  \х  и  \у  соотвѣтственныя  измѣненія,  или, 
какъ  ихъ  обыкновенно  называютъ,  приращенія  перемѣннаго  х  и 
функціи  у.  Вставляя  въ  правую  часть  уравненія  (а)  х  -(-  Д.г 
вмѣсто  х ,  мы  получимъ  въ  лѣвой  части  у-\-Ьу: 


У  +  Д*/  =  «  («  +  Ьх)  -{-  Ъ . .  (Р> 

Черезъ  почленное  вычитаніе  уравненія  (я)  изъ  уравненія  ([}) 
находимъ: 

\у  =  аАх . (у> 


Это  равенство  приводитъ  къ  слѣдующимъ  заключеніямъ: 

1)  Если  а]>0,  то  приращенія  \х  и  \у  одного  знака ,  т.-е ^ 
функція  у  возрастаетъ  (А у  >  0)  при  возрастаніи  перемѣ  ннаго 
';1(Дх>0)  и  убываетъ  (Д//<0)  пРи  убываніи  перемѣннаго 
(Д;г<  0). 

Въ  этомъ  случаѣ  графикомъ  функціи  служитъ  прямая,  обра¬ 
зующая  съ  положительнымъ  направленіемъ  оси  х  острый  уголъ, 
такъ  какъ  тангенсъ  этого  угла  =а^>0.  Ординаты  ея  точекъ^ 
возрастаютъ  вмѣстѣ  съ  абсциссами. 
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2)  Если  а<0,  то  приращенія  Ах  и  Ау  разныхъ  знаковъ ,  т.-е. 
функція  у  убываетъ  (Ау  <(  0)  при  возрастаніи  х  (Ах  )>  О)  и  возвра- 
стаетъ  (Ау  >  0 )  при  убываніи  х  (іа*  <  О'). 

Графикомъ  функціи  служитъ  прямая,  образующая  тупой 
уголъ  съ  положительнымъ  направленіемъ  оси  х. 

3)  Равнымъ  приращеніямъ  перемѣннаго  соотвѣтствуютъ  равныя 
приращенія  функціи ,  или,  другими  словами,  приращенія  функціи 
пропорціональны  приращеніямъ  перемѣннаго. 

4)  Функція  непрерывна  при  всѣхъ  значеніяхъ  х. 

Дѣйствительно,  чтобы  |  Ау  |  <  е,  достаточно  взять  \  Ах  \<(е  /\а\ 

'(§  16). 

Есди  въ  уравненіи  (у)  положимъ  Ах  =  1,  то  найдемъ,  что 
Ау  —  а.  Это  значитъ,  что  постоянная  а  есть  приращеніе  функціи , 
соотвѣтствующее  увеличенію  перемѣннаго  на  единицу.  Эта  постоян¬ 
ная  а,  равная  (см.  ур.  (у) )  отношенію  приращенія  функціи  къ 

приращенію  перемѣннаго,  служитъ  мѣрою  скорости  измѣненія 
функціи  *). 

Свойство  3)  служитъ  характеристикой  функціи.  Если  прира¬ 
щенія  Ау  функціи  у  пропорціональны  приращеіЙЯ^ь  Ах  перемѣн¬ 
наго  х,  то  у  есть  линейная  функція  х.  Дѣйствительно у  обозна¬ 
чимъ  черезъ  а:,  у  и  хѵ  ул  двѣ  пары  соотвѣтственныхъ  значеній 
перемѣннаго  и  функціи.  При  этихъ  обозначеніяхъ 
Ах=  х  —  хѵ  А у=  у—уГ 

По  предположенію  Ау  —  аАх\  слѣд., 

У  —  ух  —  а{х  —  *,), 
пли  у  =  ах  (уг  —  ах:). 

Если  х  и  у  обозначаютъ  перемѣнныя  соотвѣтственныя  зна¬ 
ченія  независимаго  перемѣннаго  и  функціи,  а  х1  и  уг  —  постоян¬ 
ныя,  то  послѣднее  уравненіе  отличается  отъ  уравненія  (а)  только 
обозначеніемъ  одного  изъ  коэффиціентовъ.  Желаемое  такимъ 
образомъ  доказано. 

Упражненія  къ  главѣ  ІИ. 

1.  Построить  прямыя,  данныя  слѣдующими  уравненіями: 

a)  2х —  3 у  =  6. 

b)  2х  —  3 у  ==  0. 

c)  у=ор  + 1. 

ІІ)  х+  3  =  0. 


1)  Ср.  скорость  въ  равномѣрномъ  движеніи. 
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2.  Найти  точки  пересѣченія  прямой  а)  предыдущей  задачи  съ  прямыми 

Ь,  с ,  (/. 

3.  Найти  уравненіе  прямой,  проходящей  черезъ  точки  (2, — 1)  м.(—  3,-2). 

О  те.  х  —  5  у  —  7  —  0.. 

4.  Найти  уравненіе ,  связывающее  координаты  точекъ ,  равноудаленны.хъ 
отъ  точекъ  (2,  —  1)  и  ( —  3,  —  2).  Указать  его  геометрическое  значеніе  (см.  зад.  3)- 

Отв.  Ъх  -{-  у  +  4  ==  0. 

5.  Найти  уголъ  между  прямыми: 


х  —  у  +  1  =  0;  у  =  ( 2  —  у/3)х. 
Г).  Найти  уголъ  меоіеду  прямыми 


Отв.  30°. 


3 х  у  —  6—  0,  х  —  у  —  1=0. 

Отв.  іап  0  =  2. 


7.  Написать  уравненіе  прямой,  проходящей  черезъ  точку  (2,5)  и  параллель¬ 
ной  прямой  2х  —  у  =  0. 

Отв.  2х  —  у  1  =  0. 

8.  Написать  уравненіе  прямой ,  проходящей  черезъ  точку  (2,5)  и  перпенди¬ 
кулярной  къ  прямой  2х  —  у  =  0. 

Отв.  х-\-2у — 12  =  0. 

9.  Натесать  уравненіе  прямой ,  проходящей  черезъ  точку  (1,1)  и  составляю¬ 
щей  уголъ  въ  45 0  съ  прямой  х-\-2у  —  4=0. 

0  1  Отв.  3 х-\-у  —  4  =  0. 

10.  Лежатъ  ли  три  точки  (1,1),  ( — 2,10),  (0,4)  на  одной  прямой? 

Отв.  Да,  на  прямой  З.г  +  у  —  4  =  0. 

11.  При  какомъ  условіи  три  точки  (х^,  у{),  (х2,  //.Д  (а*3,  у$)  лежатъ  нс г 
одной  прямой? 

0»1в.  Хх(у3  —  у3)  +  Х./Уз  —  Уі)  +  х3(у1  -  уг)  =  0.  (Ср.  §  5). 


12.  Проходятъ  ли  три  прямыя 


2х  —  у  —  4  =  О, 
За?  +  2  у  —  6  =  0, 
х  —  4  у  —  2  =  0 


черезъ  одну  точку? 

13.  При  какомъ  условіи  три  прямыя 


Отв.  Да,  черезъ  точку  (2,0). 


у  =  кхх  +  Ьь  у  =  к%х  +  Ьѵ  у  =  к3х  +  Ъ3 


проходятъ  черезъ  одну  точку? 

Отв.  кіф-і  —  63)  к^)%  —  Ь\)  -{-  1фх  — ■  5.^)  =  о. 


14.  Вершинами  треугольника  служатъ  точки  А( 2,3),  /?(6, — 1)  и  С\0, — 7)- 
Найти  длину  его  сторонъ  и  уравненія  сторонъ.  Показать,  что  этотъ  тре- 
угольн  икъ  прямоуголен  ы й. 

Отв.  ЛВ  =  4  у/ 2;  ур-іе  АВ :  х  4-  у  —  5  =  0; 
ВС=  6^/2;  ур-іо  ВС:  х  —  у — 7  =  0; 

А  С  =2  у  26;  ур-іе  АС:  5а?  —  у—  7  =  0. 

15.  Найти  разстояніе  точекъ  (5,-4)  и  (4,1)  отъ  прямой  5а*— 12 у — 60=0- 

_ _  Отв.  1;  —  4. 
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ГЛАВА  IV. 

Уравненіе  плоскости.  Различные  виды  его.  Задачи  на 

плоскость. 

§  30.  Уравненіе  плоскости  въ  нормальномъ  видѣ.  Положеніе  плоскости 
-относительно  данной  системы  прямоугольныхъ  координатъ  въ  пространствѣ 

можно  опредѣлить  длиною  р  перпен¬ 
дикуляра  ОРу  опущеннаго  на  нее  изъ 
начала  О,  и  углами  а,  р,  у,  которые 
образуетъ  этотъ  перпендикуляръ  со¬ 
отвѣтственно  съ  осями  ху  у  и  г. 
Чтобы  найти  уравненіе,  связывающее 
координаты  точекъ  плоскости,  возь¬ 
мемъ  на  ней  произвольную  точку  М 
(черт.  20),  опустимъ  изъ  нея  перпен¬ 
дикуляръ  МЬ  на  плоскость  хуу  пзъ 
точки  Ь  перпендикуляръ  Ы 1  на  ось 
х  и,  соединивъ  точки  Р  и  М  пря¬ 
мой,  проектируемъ  ломаную  0(1  ЬМР 
на  ея  замыкающую  ОР.  Получимъ 
(§  12): 

пр.  +  пр.  ()Т;  +  пр.  ІЖ  4" 

Н-  пр.  МР  =  пр.  ОР. 

Но  (§  12)  пр.  ==  (Щ  (08 Ту 

пр.  ()Ь  =  (}Ьсо8ф;  пр.  ГМ  =  ЬЫсоьуі 
пр.  МР  =  0;  пр.  ОР  =  ОР. 

Называя  черезъ  х}  у,  2  координаты  точки  М  и  замѣчая,  что 
0(1  =  Ху  ({ 1Ь  =  у у  ЬМ  =  2у 

изъ  предыдущаго  соотношенія  между  проекціями  находимъ: 

ХС080  ус08$  +  ЯСОЗу  =  ру 

или 

ХС08Я  +  ус08$  +  2Сову  — р  =  0 . (21) 

Такъ  какъ  на  плоскости  была  взята  произвольная  точка  М(х,  ?/,  г),  то 
уравненіе  (21)  связываетъ  координаты  люУой  точки  данной  плоскости;  слѣд., 
это  есть  уравненіе  данной  плоскости.  Уравненіе  (21)  называется  уравненіемъ 
плоскости  въ  нормальномъ  видіъ. 

Въ  уравненіе  (21)  входятъ  4  параметра:  а.  р,  у  и  ру  но  независимыхъ 
изъ  нихъ  только  трЫу  такъ  какъ  углы  а,  р,  у  связаны  соотношеніемъ 
<10)  (§  12). 

Легко  видѣть,  что  уравненіе  всякой  плоскости  есть  уравненіе  вида  (21). 
Уравненіе  (21)  есть  уравненіе  первой  степени  относительно  текущихъ 
координатъ.  Слѣд.,  уравненіе  плоскости  есть  уравненіе  первой  степени  отно¬ 
сительно  текущихъ  координатъ  *). 

Докажемъ  обратное  предложеніе:  уравненіе  первой  степени  относительно 
координатъ  у,  2  есть  уравненіе  плоскости. 


*)  Заключеніе  справедливо  и  въ  случаѣ  косоугольныхъ  координатъ. 
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Пусть  имѣемъ  уравненіе 


Ах-\-Ву-\-Сё-\~В  =  0, . • . (я) 

въ  которомъ  Л,  Ву  С  п  Т>  суть  данныя  числа. 

Умноживъ  обѣ  части  его  на  множитель  /,  попробуемъ  опредѣлить X  такъ, 
чтобы  новое  уравненіе  имѣло  видъ  уравненія  (21).  Для  этого  нужно,  чтооы 

и  =  созщ  \В  =  со$Р;  1С  =  сову;  )В  —  —  р . (р) 


Возводя  первыя  три  изъ  этихъ  равенствъ  въ  квадратъ  и  складывая  по 
членно,  находимъ  (§  13) 

ЩЛ*  +  В*+С*)=1, 

откуда 


У  Л  а  + 


Послѣднее  изъ  равенствъ  ((!)  указываетъ,  что  знакъ  X  противоположенъ 
зпаку  Ву  такъ  какъ  р  >  0. 

Такимъ  образомъ  опредѣленіе  X  изъ  условіи  ((Г)  оказывается  возможнымъ 
и  даетъ  единственный  результатъ.  Слѣд.,  уравненіе  (а),  какъ  приводимое  къ 
виду  (21),  есть  уравненіе  плоскости . 

Мпожитель  а  называется  нормирующимъ  множителемъ. 

Изъ  равенствъ  (р)  слѣдуетъ,  что 

А  В  С 

соза  сояр  соху’ 


т.-е.  что  коэффиціенты  А,  В  и  С  въ  уравненіи  (а)  плоскости  пропорціональны 
косинусамъ  угловъ ,  образуемыхъ  перпендикуляромъ  къ  этой  плдскости  соотвѣт¬ 
ственно  съ  осями  Ху  у  и  г, 

§  37.  Уравненіе  плоскости  относительно  отрѣзковъ.  Изъ  уравненія  (21) 
легко  получить  другой  видъ  уравненія  плоскости,  именно  уравненіе,  въ 


которомъ  параметрами  являются  от¬ 
рѣзки,  отсѣкаемые  плоскостью  на 
осяхъ  координатъ.  Пусть  Л,  В  и  С 
суть  точки  пересѣченія  плоскости 
соотвѣтственно  съ  осями  а?,  у7  г  и 
О  А  =  ау  ()В=Ъу  ()С=с.  Соединивъ 
основаніе  Р  перпендикуляра  на  пло¬ 
скость  изъ  начала  координатъ  съ 
точками  А,  Ву  С  (черт.  21),  мы  полу¬ 
чимъ  три  прямоугольныхъ  треуголь¬ 
ника  ОРАу  ОРВ  и  ОРСу  изъ  кото¬ 
рыхъ  находимъ 

С08п=р/а ;  со8$=р/Ъ;  С08у=р/с . 

Вставляя  эти  значенія  С08ау  соз§ 
и  сову  въ  уравненіе  (21)  и  сокращая 
«а  ру  получаемъ  уравненіе 


г 
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±+У+±==1 

п.  п  '  /* 


(23> 


Это  уравненіе  называется  уравненіемъ  плоскости  относительно  отрѣз¬ 
ковъ,  отсѣкаемыхъ  ею  на  осяхъ  координатъ. 


Упражненіе.  Показать,  что  плоскость 

А  х  -{—  1В у  -|-  С&  ”1“  Г)  =  о 
отсѣкаетъ  на  осяхъ  координатъ  отрѣзки: 

а  —  —  ВІА;  Ь  =  —  Ѵ/В;  с  =  -  В/С. 


§  38.  Частные  случаи  уравненія  ПЛОСКОСТИ.  Разсмотримъ  уравненіе 

Ах  +  Ву  +  Сг  +  В  =  0 . (а) 

въ  тѣхъ  случаяхъ,  когда  одинъ  или  нѣсколько  коэффиціентовъ  его  обра¬ 
щаются  въ  нули. 

1.  В  =  О,  А ,  Ву  С  отличны  отъ  нуля.  Уравненіе 
Ах  +  Ву  +  Сг  =  О 

удовлетворяется  при  ,г  =  0,  у/  =  0,  2=0  и  представляетъ  уравненіе  плоско¬ 
сти,  проходящей  черезъ  начало  координатъ . 

2)  А  =  0,  В,  С,  В  отличны  отъ  нуля.  Уравненіе 

Ву+Сг+П  =  0 

есть  уравненіе  плоскости,  отсѣкающей  на  оси  х  безконечно  большой  отрѣ¬ 
зокъ,  а  на  другихъ  осяхъ  конечные  отрѣзки  (см.  §  37,  упр.).  Такая  плоскость. 
параллельна  оси  х. 

Точно  также  уравненія 

Ах  +  Сг  +  В  =  0  и  Ах  Ву  +  В  —  0 

суть  уравненія  соотвѣтственно  плоскостей,  параллельныхъ  оси  у  и  оси 

3)  Л  =  0,  В  =  0,  а  С  и  В  отличны  отъ  нуля.  Уравненіе 

Сг  +  В  ==  0  или  г  ~  пост. 

есть  уравненіе  плоскости,  параллельной  плоскости  ху. 

Точно  также  уравненія 

Ах  В  =  0  и  Ву-\~В  =  0 

суть  уравненія  соотвѣтственно  плоскостей,  параллельныхъ  плоскости  уг  и 
плоскости  хг. 

4)  А  —  0,  В  =  0,  В  п  С  отличны  отъ  нуля.  Уравненіе 

Ву+Сг.=  0 

представляетъ  плоскость,  проходящую  черезъ  начало  координатъ  (/>  =  0) 
и  параллельную  оси  х  (Л  =0).  Такъ  какъ  ось  х  сама  проходитъ  черезъ  на¬ 
чало  координатъ,  то  разсматриваемая  плоскость  проводитъ  черезъ  ось  х. 
Точно  также  уравненіе 

Ах  +  Ву  =  0 


§  39.  Уголь  между  двумя  плоскостями. 
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есть  уравненіе  плоскости,  проходящей  черезъ  ось  с,  и  уравненіе 

Ах  -|-  С-ѵ  =  О 

есть  уравненіе  плоскости,  проходящей  черезъ  ось  у. 

5)  А  =  0,  ]{=  О,  С  =  О,  19^  0.  Уравненіе  (а)  можно  въ  этомъ  случаѣ 
разсматривать  какъ  уравненіе  безконечно  удаленной  плоскости  (см.  §  28), 

Упражненія.  1.  Какое  геометрическое  значеніе  имѣетъ  уравненіе 

Ах  С*  -|-  19  зг:  0,  , 

разсматриваемое  по  отношенію  къ  плоскости  хг?  ( Сдѣлать  чертеоіеъ). 

2.  Тотъ  же  вопросъ  относительно  уравненія  Ах  -[-  Сг  =  0.  ( Сдѣлать 
чертежъ.) 

§  39.  Уголъ  между  двумя  ПЛОСКОСТЯМИ.  Пусть  даны  двѣ  плоскости 
уравненіями 

хсощ  +  усозЪ  +  гсо8Ч\  —Р\  —  д . (а) 

хсоы а2  4-  УС08$ 2  +  гсо8Ъ—Р%  =  0 . (р) 


Требуется  опредѣлить  уголъ  между  ними.  • 

Извѣстно,  что  уголъ  между  двумя  плоскостями  (двугранный)  измѣряется 
его  линейнымъ  угломъ.  Пусть  І\8Р2  есть  линейный  уголъ  двуграннаго  угла, 
составленнаго  плоскостями  (а)  и  (^)  (черт.  22).  Нзявъ  въ  его  плоскости  произ¬ 
вольную  точку  (9  и  опустивъ  изъ  нёя  перпендикуляры  (91\  и  (91\  па  пло¬ 
скости  (а)  и  (р),  находимъ,  что 

ЛГ(91>2=  /  І\8Р2, 

гдѣ  ОР  есть  продолженіе  перпендикуляра  І\0. 

Слѣд.,  задача  сводится  къ  опредѣленію  угла  между  двумя  прямыми  ОР 
и  ОР2і  которыя  перпендикулярны  соотвѣтственно  къ  плоскостямъ  (а)  и  (Р). 
Ихъ  направленія  опредѣляются  углами,  которые  онѣ  составляютъ  съ  осями 
координатъ  (в|,  Рі,  и  а2,  р2,  72). 


Черт.  22. 

Дифф  и  интегр.  исчисленія. 


У 


Черт.  23. 


4 
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Чтобы  опредѣлить  этотъ  уголъ,  возьмемъ  на  прямой  ОР2  (черт.  23), 
произвольную  точку  іѴ  и  опустимъ  изъ  нея  перпендикуляръ  ЙМ  на  пря¬ 
мую  ОР.  Обозначая  уголъ  1\0Р  черезъ  ср,  изъ  треугольника  01 І/ІѴ  на¬ 
ходимъ: 

ОМ  —  ОУсозу. 

Съ  другой  стороны,  обозначивъ  черезъ  а?,  ?/,  ,г  координаты  точки  ІѴ, 
имѣемъ  (§  12): 

Ж  =  0ЛС06*32,  у  =  0ІѴС05р2>  С  ===  ОЙС03^2. 

Построивъ  эти  координаты  (0(*>  =  #,  $/,—  ?/,  ЬУ  =  х)  и  проектируя  ло¬ 
маную  Оі^ЬУМ  на  ея  замыкающую,  получпмъ  при  помощи  предыдущихъ 
равенствъ  слѣдующее  соотношеніе: 

ОУсо8а.2созо1  -|-  +  ОЙсоз^соз^  =  О  Ус  оз  у. 

Отсюда  находимъ: 

соху  =  со$а1соза2  +  со.^соя^  +  соз^соз^ . (23) 

Этой  формулой  рѣшается  вопросъ  о  вычисленіи  угла  между  двумя  пря¬ 
мыми,  направленія  которыхъ  даны,  и  между  двумя  плоскостями,  которыя 
даны  своими  уравненіями. 

Если  прямыя  (аі9  (4  7і)  и  (с^,  (4  у2)  параллельны,  то 

®і  =  °-ь  Рі  =  Ті  =  ь< 
если  прямыя  перпендикулярны,  то  созу  =  0,  т.-е. 

СОЗОіСОЗО 2  +  4“  СОЗ^СОЗ^  =  0. 


Если  плоскости  даны  уравненіями 


Л іХ  4~  У  4“  4-  А  =  0, . (7) 

Л2х  4-  В2у  4-  4-  А*  =  . ($) 


то  для  рѣшенія  задачи  объ  углѣ  между  ними  нужно  привести  эти  уравне¬ 
нія  къ  нормальному  виду  (§  36)  и  затѣмъ  воспользоваться  формулой  (23). 
Окончательный  результатъ  выразится  формулой: 


созу 


_ Л  і  Л  $  4~  А  К*  4~~  С\  С<2 _ 

у/  Лр*  4”  -}-  61]2  \/ Л22  4-  В2*  4“ 


(24) 


Плоскости  (7)  п  (8)  параллельны,  если 


Л1_Б1_С, 

а2~~в2  с2 


Плоскости  (7)  и  (8)  перпендикулярны,  если 

Л і Л 2  4“  В± В2  4~  с^с 2  ~  0. 


§  40.  Пересѣченіе  трехъ  плоскостей.  Точка  пересѣченія  трехъ  плоско¬ 
стей,  данныхъ  уравненіями 

Лхх  -{-  В  [У  4"  4"  В{  =  0, 

а2х  4-  в2у  4*  г2х  4- 1>2  —  о, 

Л3Г  4"  ^з.Ѵ  4~  -4  —  0, 
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имѣетъ  координаты,  которыя  должны  удовлетворять  каждому  изъ  этихъ 
трехъ  уравненіи.  Слѣд.,  опредѣленіе  этой  точки  сводится  къ  рѣшенію 
системы  трехъ  линейныхъ  уравненій. 

§  41.  Уравненіе  плоскости,  данной  тремя  точками.  Пусть  даны  три 
точки  (а?і,  уі9  Гі),  (#2»  ?/2,  2%)У  (иг з,  Уз,  ~3).  Требуется  найти  уравненіе  плоско¬ 
сти,  проходящей  черезъ  эти  три  точки.  Ограничимся  указаніемъ  хода  рѣ¬ 
шенія  этой  задачи. 

Общее  уравненіе  плоскости  есть 

Ах  +  Ну  +  Сг  +  В  =  0. 

Для  того,  чтобы  плоскость,  опредѣляемая  этимъ  уравненіемъ,  проходила 
•черезъ  данныя  точки,  пужно,  чтобы  удовлетворялись  уравненія: 

Ах і  -|-  Вуі  +  Скі  +  I)  =  О, 

Ах  2  4*  Ну ^  4-  С  г ^  +  Н-  9, 

Ая з  “I"  Ву%  4-  02 з  +  П  =  0. 

Изъ  этихъ  трехъ  уравненій  можно  опредѣлить  отношенія  трехъ  коэф¬ 
фиціентовъ  къ  четвертому,  напр.,  отношенія  А/І),  В/1)  и  ОЦ). 

Если  же  эти  отношенія  будутъ  извѣстны,  то  и  искомое  уравненіе  бу¬ 
детъ  найдено. 

§  42.  Разстояніе  ТОЧКИ  ОТЪ  ПЛОСКОСТИ.  Пусть  дана  плоскость  уравненіемъ: 

ХС08Я  +  УС08$  +  2С082  — -  р  =  о . (а) 


и  точка  М(х і,  Уіу  ^|).  Требуется  найти  разстояніе  точки  отъ  плоскости.  Иско¬ 
мое  разстояніе  измѣряется  длиною  перпендикуляра  М(^  (черт.  24),  опущен¬ 
наго  изъ  М  на  плоскость  (а). 

Проведемъ  черезъ  М  плоскость  ((і),  параллельную  данной  плоскости. 
Ея  уравненіе  таково  (§  39): 

ХС080.  +  у 008$  +  2С08у  —  р'=  0, . (  ? 

гдѣ  р*  есть  длина  перпендикуляра  ОР,  опущеннаго  на  нее  изъ  начала 
координатъ.  Такъ  какъ  плоскость  проходитъ  черезъ  точку  М>  то 

ХхС08П  У\С08$  +  гхС08ч  — р'  =  0, 

откуда  находимъ: 

р'  =  ХхСОЗЯ  +  У\С08$  +  2x008-2 . * . (?) 

Такъ  какъ,  вслѣдствіе  параллельности  плоскостей  (а)  п  (^),  =  1у  1^ 

то  Ы(^=ОРг — ОР=р' — Ру  или,  по  уравненію  (?), 

АЩ  =  х  хС  08П  +  УхС08$  +  2x008-2  —  р . (25) 


Эта  формула  даетъ  иско¬ 
мое  разстояніе  точки  отъ  пло¬ 
скости.  Сравнивая  вторую  часть 
формулы  (25)  съ  первой  частью 
уравненія  (а),  мы  замѣчаемъ, 
что  для  полученія  разстоянія 
точки  отъ  плоскости  достаточно 
въ  первую  часть  уравненія 
плоскости  въ  нормальномъ  видѣ 
вставить  коордипаты  данной 
точки  вмѣсто  текз'щихъ.  Если 
уравненіе  плоскости  дано  не 
въ  нормальномъ  видѣ,  то  сна¬ 
чала  нужна  привести  его  къ 
нормальному  виду  (§  36)  и  за¬ 
тѣмъ  воспользоваться  форму¬ 
лой  (25). 


Черт.  24. 
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Изъ  того,  что  Л/ф  =  р' — ру  слѣдуетъ,  что  формула  (25)  даетъ  для  М(^ 
полоэюительное  число,  когда  точки  О  и  М  лежатъ  но  разныя  стороны  пло¬ 
скости,  и  отрицательное  у  когда  точки  О  и  М  лежатъ  по  одну  сторону  ея. 
(Ср.  §  34). 

Упражненія  къ  главѣ  IV. 


1.  Написать  уравненіе  плоскости ,  проходящей  черезъ  точки 
(1,-1, -2),  (2,  1,  2),  (-2,  0,-7). 

Ото.  2х  +  у  —  г  —  3  =  0. 


ось 


2.  Написать  уравненіе  плоскости ,  проходящей  черезъ  точку  (1,  1,  1)  и 

Оме.  х  —  у  =  0. 


3.  Найти  точку  пересѣченія  плоскостей 


х  +  У  —  я  —  1  =  0, 

2х  —  з у  -\-  г  —  5, 
х  —  2у  +  2х  =  4. 

Ото.  (2,  0,  1). 

4.  Найти  точку  пересѣченія  плоскостей 


х  +  у  +  )г=  1, 
х  —  у-\-г  =  3, 


гдга  л  перемѣнный  параметръ.  Изслѣдовать  случаи  Х  =  =р  1. 

Отв.  (4,  ч— 4  )  при  л  отличномъ  отъ  +  1. 

А  — |—  1  Л  1  ] 


5.  Написать  уравненіе  плоскости ,  проходящей  черезъ  точку  (1,  2,  3)  и 
параллельной  плоскости  х  —  у  2г  —  1=0. 

Отв.  х  —  у  -\-2г  —  5  =  0. 

6.  Опредѣлить  уголъ  между  плоскостями 

х  —  4?/  —  8#  —  8  =  0  и  х  +  2у  —  2;  +  1  =  0. 

Отв.  сову  = - — • 

О 

7.  Опредѣлить  разстояніе  точки  (1,  2,  —  2)  отъ  плоскости 

х  2 у  —  2.?  4-  1  =  0. 

Отв.  —  3 


Г  л  Л  В  Л  У. 


Прямая  въ  пространствѣ.  Ея  уравненія.  Задачи  на  прямую  и 

плоскость. 


§  43.  Уравненія  прямой  ВЪ  пространствѣ.  Прямую  въ  пространствѣ 
можно  разсматривать,  какъ  пересѣченіе  двухъ  плоскостей.  Поэтому  для  ана¬ 
литическаго  ея  опредѣленія  нужно  знать  уравненія  этихъ  плоскостей. 

Два  уравненія 


ЛіХ  4-  Нѵу  4-  С\%  4*  —  0,  1 

А2х  4*  ^2  У  4~  ^2~  4"  -^2  —  0,  і 


(з) 
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разсматриваемыя  совмѣстно,  суть  уравненія  прямой  линіи  въ  пространствѣ. 
Черезъ  прямую  можно  провести  безчисленное  множество  плоскостей  и  для 
опредѣленія  ея  можно  брать  произвольную  пару  изъ  этихъ  плоскостей. 
Аналитически  это  сводится  къ  преобразованію  системы  уравненій  (а)  въ 
систему,  ей  равносильную. 

Исключивъ  изъ  уравненій  (а)  одинъ  разъ  а%  а  другой  разъ  у ,  мы  полу¬ 
чаемъ  равносильную  (я)  систему  уравненій  вида 


X  =  Ш2  +  а>  \ 

у  =  ПХ  +  Ь.  ) 


(26) 


Эти  уравненія  опредѣляютъ  ту  же  прямую,  что  и  уравненія 
вое  изъ  нихъ  представляетъ  плоскость,  параллельную  оси  у 
перпендикулярную  къ  плоско¬ 
сти  XX  у  второе  —  плоскость, 
параллельную  оси  х  и,  слѣд., 
перпендикулярную  къ  плоско¬ 
сти  ух.  Эти  плоскости  назы¬ 
ваются  плоскостями,  проекти¬ 
рующими  данную  прямую  со¬ 
отвѣтственно  на  плоскости  XX 
и  ух.  Первое  изъ  уравненій 
(26),  разсматриваемое  по  отно¬ 
шенію  къ  плоскости  хХу  даетъ 
уравненіе  прямой,  которая  слу¬ 
житъ  проекціей  данной  прямой 
въ  пространствѣ  на  плоскость 
хх.  Второе  представляетъ 
проекцію  этой  прямой  на  пло¬ 
скость  ух.  (На  черт.  25  данная 
прямая  есть  ЛВ,  плоскости 
I  и  II  суть  проектирующія 
плоскости,  А' В' — проекція  пря¬ 
мой  на  плоскость  хх}  а  ЛпВ" — 
ея  проекція  на  плоскость  ух). 

Геометрическое  значеніе 
четырехъ  параметров!,,  входя¬ 
щихъ  въ  уравненіе  (26),  легко  выясняется  при  помощи  §  27. 


(а).  Пер- 
и,  слѣд., 


§  44.  Уравненія  прямой,  проходящей  черезъ  двѣ  данныя  точки.  Новый 
видъ  уравненій  прямой.  Пусть  даны  точки  (хІУ  уѵ  и  (я\2,  У»  ?і)-  Тре¬ 
буется  составить  уравненіе  прямой,  проходящей  черезъ  эти  точки. 

Уравненія  (26)  представляютъ  уравненія  всякой  прямой.  Чтобы  получить 
уравненія  искомой  прямой,  нужно  опредѣлить  входящіе  въ  нихъ  параметры 
ГО,  и  у  а  и  Ь  такъ,  чтобы  эти  уравненія  удовлетворялись  координатами  дан¬ 
ныхъ  точекъ,  т.-е.,  чтобы 


—  го?!  +  а; 
Уі  —  +  Ь; 


х2  -  піх.2  +  а  \ 

Уі  —  йх2  +  Ь  ) 


Ф 


Эти  четыре  уравненія  опредѣляютт,  четыре  параметра  т ,  пу  а ,  Ъ. 

Но  вмѣсто  того,  чтобы  рѣшать  уравпенія  (а)  и  (0)  относительно  пара¬ 
метровъ  и  затѣмъ  найденныя  значенія  подставлять  въ  уравненія  (26),  можно 
изъ  уравненій  (26),  (а)  и  (р)  исключить  эти  параметры. 


51 


Глава  V.  Прямая  въ  пространствѣ. 


Вычитая  изъ  перваго  изъ  уравненій  (26)  первое  изъ  уравненій  (а)  и  изъ 
перваго  изъ  уравненій  (а)  первое  изъ  уравненій  ($),  получимъ: 


х  —  х\  =  т(г  —  г{);  хЛ  —  х2  =  —  ~2). 


Почленное  дѣленіе  этихъ  уравненій  даетъ  уравненіе: 

х  —  хх _ 2  — 

—  Ж2  -1  —  ^2 


(т> 


Поступая  аналогично  со  вторыми  уравненіями  системъ  (26),  (а)  и  (^), 
получаемъ: 

у_-іѢ==г_-г1 . (8) 

У\  —  У 2  #1  — 

Уравненія  {7)  и  (8)  суть  искомыя  уравненія  прямой,  проходящей  черезъ 
двѣ  данныя  точки.  Ихъ  можно  написать  слѣдующимъ  образомъ: 

x  —  а?д  =  у  —  Уі_  г—гх . ф 

xi  —  х2  Уі  —  у2  г* . 


Принимая  во  вниманіе,  что  всякая  прямая  проходитъ  черезъ  двѣ  точки,, 
можно  уравненія  всякой  прямой  представить  въ  видѣ  (г).  Въ  знаменателяхъ 
отношеній,  входящихъ  въ  эти  уравненія,  вмѣсто  разностей  хх  —  х2,  У\  —  Уі> 
Г] — г2  можно  взять  числа  М ,  ІѴ  и  Р,  имъ  пропорціональныя;  такимъ  обра¬ 
зомъ  мы  получаемъ  новый  видъ  уравненій  прямой: 


х  — -хх у  —  у  у  _2  —  гх 

М  N  ‘  Р 


(27). 


въ  которыхъ  Ху,  у  у,  2у  суть  координаты  одной  изъ  точекъ  этой  прямой. 

Выяснимъ  значеніе  параметровъ  Му  ІѴ  и  Р.  Для  этого  возьмемъ  на  пря¬ 
мой  точки  Му  (а?і,  ?/|,  %у)  и  М  (х,  у ,  2)  и  проектируемъ  отрѣзокъ  МуМ  на 
ось  х  (черт.  26).  Проекція  Л^ІѴ  этого  отрѣзка  на  ось  х  есть  не  что  иноэѵ 
какъ  х  —  Ху.  Съ  другой  стороны  (§  12) 


ЖуЯ  =  МуМсоза, 


гдѣ  а  есть  уголъ  прямой  съ  осью  х.  Слѣд., 

X  —  Ху  —  МуМсОЗІ. 

Точно  также,  обозначая  черезъ  ^  и  7  углы  прямой  съ  осями  у  и  г,  п«^ 
лучимъ  равепства: 

у  —  уѵ  —  МуМсоз$;  г  —  =  МуМсозч- 

Изъ  этихъ  трехъ  равенствъ  слѣдуетъ,  что 

х  —  Ху  _у  —  у  у  —  2у 

СО  81  СО.<ф  СО84 


<5  45.  Уголъ  между  двумя  прямыми. 
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Сравнивая  эти  уравненія  съ  урав¬ 
неніями  (27),  находимъ 


соя  я С 08$ СОЯу 


.  .  (.28) 


т.-е.,  что  параметры  М,  N.  Р  въ  урав¬ 
неніяхъ  (27)  суть  число,  пропорціональ¬ 
ныя  косинусамъ  угловъ ,  образуемыхъ 
прямой  соотвѣтственно  съ  осями  х, 
У  и  с. 

Для  опредѣленія  этихъ  угловъ 
обозначимъ  отношенія  (28)  черезъ  /. 
Получимъ 

соя  я  =  Мі;  соя$  =  Л7;  соя-*  =  РЛ 


Возведя  эти  равенства  въ  квад¬ 
рат  и  сложивъ,  найдемъ  (§  13): 


і\М*+№  +  Р*)  =  і9 


откуда 


у/ М*  Л’2  р-і 


Подставивъ  это  значеніе  і  въ  выраженія  косинусовъ,  получимъ  для 
соя  я,  со$р  и  Со$*(  слѣдующія  выраженія: 


соя  я  —  — - 


М 


со.у(і  = 
Соя Ч  = 


У  Л/2  +  Лт2  4-  р2 

ІѴ  _  і 

|/  М*+ІУ*4-І* 

_ *  _ 

у'  Ж»  Лт2  +  і'і  ) 


.  (29) 


§  46.  Уголъ  между  двумя  прямыми.  Пусть  даны  двѣ  прямыя  уравне- 
иіями: 


х  —  а  у _ у  —  Ъх  _г  —  Су 

Му  ~~ 


(а) 


х  —  г/ 2  у  —  Ь<і _ г  —  с. 2 

Л/2  N2  Р2 


Обозначивъ  уголъ  между  ними  черезъ  х,  на  основаніи  §§  44  и  39,  на¬ 
ходимъ: 

Ми\Г2+  N<N2  +  РуГ» 

СО  у  —  ■  -  -  ■■  —  ■—  ;■  V.'  .  . 

|/Л/,2  +  4-  Р|2.  Д/2*  4-  ^Ѵ2‘і  +  і>22 

Прямыя  (а)  и  (Р)  параллельны ,  если 

ЛЛ  ІЙ  Р, 
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Прямыя  (а)  и  (?)  перпендикулярны,  если 

Л/"і  3.7*2  “Н  -^[^2  ~Г  -Рі^Рз  — 


§  46.  Уголъ  между  прямой  И  ПЛОСКОСТЬЮ.  Угломъ  прямой  и  ПЛОСКОСТИ 
называется  уголъ,  составленный  прямой  съ  ея  проекціей  на  эту  плоскость. 
Легко  убѣдиться  (черт.  27),  что  этотъ  уголъ  <р  служитъ  дополненіемъ 

V. 

Д°  -у  угла,  образуемаго  прямой  съ  перпендикуляромъ  къ  плоскости. 


Поэтому,  зная  послѣдній,  мы  будемъ  знать  и  искомый. 

Если  уравненія  данной  прямой  и  данной  пло¬ 
скости  суть 

х  —  а  у  —  Ъ  х  — с 

М  ~  N  -  Г  ’ . (’ 

Лх+Ву+Сг+П= 0 . (р) 

то  косинусъ  угла  прямой  (  я)  съ  перпендикуляромъ 

т: 

къ  плоскости  (?),  т.-е.  косинусъ  угла  — —  ср,  рав¬ 
ный  8Іпу,  выразится  формулой  (§§  44,  36,  39): 
ЛМ+ВХ+  С  Г 


81Пу  - 


\/  А*  +  В*  +  С*  \/  М*  +  №  +  2* 


Эта  формула  рѣшаетъ  вопросъ  объ  углѣ  прямой  съ  плоскостью. 
Если  прямая  (я)  и  плоскость  (?)  параллельны,  то  у= 0  и,  слѣд., 


АМ+ВХ+  СР  =  0. 


Если  прямая  (а)  и  плоскость  (?)  перпендикулярны,  то  (§§  36,  45) 


А  В~  С' 


§  47.  Пересѣченіе  прямой  И  ПЛОСКОСТИ.  Пусть  даны  прямая  и  плоскость 
уравненіями  (я)  и  (?)  (см.  §  46).  Требуется  найти  точку  ихъ  пересѣченія. 

Такъ  какъ  координаты  точки  пересѣченія  должны  удовлетворять  и 
Заявленіямъ  (я),  и  уравненію  (?),  то  задача  сводится  къ  рѣшенію  системы 
трехъ  уравненій  (а)  и  (0).  Вычисленія  можно  расположить  такъ:  обозначивъ 
каждое  изъ  отношеній  (а)  черезъ  і ,  найдемъ: 

х  =  а  +  МІ\  у  =  Ь  +  Л 7;  х  =  с  +  Р(- 

Подстановка  этихъ  выраженій  х>  у  и  .г  въ  уравненіе  (?)  приводить  къ 

уравненію: 

(А  И  +  СР)1  +  Аа  +  ВЬ  +  Сс  +  П  =  0, 


изъ  котораго  находимъ  і: 


$  48.  Пересѣченіе  двухъ  прямыхъ  въ  пространствѣ. 
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Подставляя  найдеішое  значеніе  I  въ  выраженія  для  х}  у  и  2,  получимъ: 

(А  (і  ІіЬ  -{-  Сс  П)  Л/ 

Ж  7 а  АМ'+ПіУ+  сг  ’ 

_  .  (Ла  +  ]Н>  +  Сс  +  1>)  X 
У~>  АМ+НХ+СѴ  ’ 

_ _  (Аа  +  ІІЬ  +  Сс  +  1У)Р 

АМ+ВХ+СР 

Если  Л  М  +  В  У  +  СР  =  0,  но  А  а  +  ВЬ  +  Сс  +  I)  Ф  0,  то  эти  формулы 
даютъ  для  координатъ  точки  пересѣченія  безконечныя  значенія.  Это  значить, 
что  прямая  (я)  и  плоскость  (?)  параллельны  (ср.  §  46). 

Если  АМ  +  ВУ  СР  =  о  и  А  а  +  ВЬ  +  Сс  +  1)  ==  0,  то  для  х,  ?/,  г  полу¬ 
чаются  неопредѣленныя  выраженія.  Чтобы  выяснить  геометрическій  смыслъ 
этихъ  неопредѣленныхъ  выраженій,  достаточно  замѣтить,  что  первое  изъ 
указанныхъ  условій  есть  условіе  параллельности  прямой  и  плоскости,  а 
второе  показываетъ,  что  плоскость  (?)  проходитъ  черезъ  точку  (а,  Ьу  С),  ле¬ 
жащую  на  прямой.  Прямая  въ  этомъ  случаѣ  лежитъ  въ  плоскости,  и  за 
точку  пересѣченія  ея  съ  плоскостью  можно  взять  произвольную  точку  ея. 

§  48.  Пересѣченіе  двухъ  прямыхъ  въ  пространствѣ.  Для  опредѣленія 
точки  пересѣченія  двухъ  прямыхъ,  данныхъ  уравненіями 


х  =/г/г*  +  а,  у  =  П2  -}-  Ъ . (я) 

х  =  іщг  +  «і.  У=щг+Ьі,  .  .  • . ф 


нужно  найти  такія  значенія  т\ехъ  неизвѣстныхъ  х,  у  и  2,  которыя  удовле¬ 
творяли  бы  четыремъ  уравненіямъ  (а)  и  (?).  Это,  какъ  извѣстно  изъ  алгебры, 
возможно  лишь  въ  томъ  случаѣ,  когда  между  параметрами  уравненій  (я)  и 
(?)  существует!»  нѣкоторое  соотношеніе.  Выведемъ  это  соотношеніе.  Черезъ 
вычитаніе  перваго  уравненія  (?)  изъ  перваго  уравненія  (а)  и  второго  урав¬ 
ненія  (?)  изъ  второго  уравненія  (я)  находимъ 

(т  —  тх)  2  +  а  —  «,  =  О, 

(//  —  п{)2  -\-Ь  —  Ь{  =  0. 

Исключивъ  изъ  этихъ  уравненій  получимъ  искомое  условіе: 

(а  —  (п  —  п%)  —  (6  —  Ь{)  (т  —  тх). 

Итакъ,  если  это  условіе  выполняется,  то  прямыя  (я)  и  (?)  пересѣкаются; 
если  же  оно  не  выполняется,  то  онѣ  не  пересѣкаются. 

Упражненія  къ  главѣ  V. 

1.  Прямая  опредѣляется  уравненіями 

X  +  2у  —  2  +  1  =  0,  За?  —  2у  -\-02  —  5  =  0; 

напасать  уравненія  плоскостей,  проектирующихъ  эту  прямую  на  плоскости 
координатъ. 

Ото.  х  —  —  2  -\- 1;  у  =  2  —  1 ;  х  у  =  0. 

2.  Показать ,  что  углы  я,  ?  и  *'  прямой  (26)  съ  осями  координатъ  опредѣ¬ 
ляются  уравненіями. 

длм _  т  _ _ п _  _ 1 _ 

|/  ш*  п%  -}~  1  1  і/'Ш*  *|*  1 
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3.  Показать ,  что  прямая 

*  —  1  =  2(7/  -1)  =  -  2(*+1) 

лежитъ  на  плоскости 

2х—у+2г+2=0 . («) 

4.  Найти  точку  пересѣченія  плоскости  (а)  предыдущей  задачи  съ  прямой 

6(ж—  1)==  3(у  -1)  =  2(*+1). 

Оше.  (1,  1,-1). 

б.  Найти  точку  пересѣченія  прямыхъ 

х—1  =  2(у—1)  =  —  2(2  +  1), 

2(х  +  2)  =  —  г(у  —  з)  =  з(*  +  з). 

Ошв.  (1,  1,-1). 

6.  Можно  ли  провести  плоскость  черезъ  прямыя 

х  —  1  =  2(у  —  1)  =  —  2(2  +  1) 

2(а? —  1)  =  3(у+1)  =  5? 

Ото.  Нельзя. 

7.  Показать,  что  уравненіе 

х  -\-\у  —  (т  +  Ьг)2  —  (а  +  \Ь )  =  О, 

ггЗш  \  есть  перемѣнный  параметръ,  а  т,  п,  а  и  Ъ  суть  постоянныя,  есть  урав¬ 
неніе  пучка  плоскостей,  проходящихъ  черезъ  прямую 

х  =  гп2  +  а,  у  =  П2  +  Ь. 


8.  Найти  уравненіе  плоскости,  проходящей  черезъ  точку  (1,2,3 )  и  прямую 
х  =  22  —  1 ;  у  =  32  —  2. 

Отв.  5л?  —  іу  -{-22  —  3  =  О. 


9.  Найти  уравненіе  плоскости,  проходящей  черезъ  прямыя  (?)  и  (у): 


«  У  -{-  1  2 

Х~х-~Г=Т 


у  —  і  г  —  і 


Отв.  4а:  +  Ту  —  +  3  =  О. 


Ф 

ст) 


л?  4-  і 


2 


3 


$  49.  Кругъ  и  его  уравненіе. 
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ГЛАВА  VI. 

Кругъ.  Парабола.  Эллипсъ.  Гипербола. 

Содержаніе  главы.  Въ  настоящей  главѣ  даются  примѣры  со¬ 
ставленія  уравненій  кривыхъ,  разсматриваемыхъ,  какъ  геометри¬ 
ческія  мѣста  точекъ,  обладающихъ  извѣстнымъ  свойствомъ  (§  18)т 
и  изученія  кривыхъ  по  ихъ  уравненіямъ. 

§  49.  Кругъ  и  его  уравненіе.  Кругъ  есть  плоская  кривая ,  вс?ь 
точки  которой  равно  удалены  отъ  одной  точки ,  называемой  его  цен¬ 
тромъ.  Разстояніе  точки  круга  отъ  центра  называется  радіусомъ . 

Чтобы  получить  уравненіе 
круга,  выразимъ  алгебраически 
его  опредѣленіе.  Пусть  центръ 
круга  есть  точка  (7(а,  Ь) 

(черт.  28),  и  радіусъ  его  ра¬ 
венъ  /*.  Если  М(х,  у )  есть  одна 
изъ  точекъ  круга,  то  по  опре¬ 
дѣленію  СМ— г.  Вычисляя  раз¬ 
стояніе  СМ  между  точк.  С(а,  Ь) 
и  Л/(;г,  ?/),  находимъ  (§  3, 

форм.  1): 

/Ог  —  о)2  +  (у  —  ЬУ  =  г, 

откуда,  но  возведеніи  обѣихъ 
частей  уравненія  въ  квадратъ, 
получимъ: 

(х  —  ау-+(р  —  Ъу  =  г* 

Это  уравненіе,  какъ  связывающее  координаты  произвольной 
точки  круга,  есть  уравненіе  круга. 

Уравненіе  круга  есть  уравненіе  второй  степени  относительно 
текущихъ  координатз,. 

Уравненіе  круга,  центръ  котораго  находится  иъ  началѣ  ко¬ 
ординатъ,  таково: 

%2-\-у2  =  г2 . (3 1> 

Легко  видѣть,  что  уравненіе  (30)  есть  частный  случай 
уравненія 

х2-\-у2  +  2Ах-{-2Ву-\-С=0} . (32) 

въ  которомъ  Л,  В  и  С  суть  постоянныя. 


У 


(30) 


00 
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Это  уравненіе  легко  привести  къ  виду  (30).  Дѣйствительно, 

Х2  4-  у2  4-  2  Ах  Н-  2 Ву  +  С  =  (х2  2 Ах  +  Д 2)  +  0/2+  277*  +  ®2)  — 

—  (Л2  +  Я2  -  С)  =  (*  +  Л)2  +  (г/  -і-  Я)2  —  (А 2  +  Я2  —  С). 

Поэтому  ур-іе  (32)  приводится  къ  уравненію 

(*  +  Л)2+  (2/  +  В)2  =  Л2  +  Я2  -  С . (а) 

Если  А2-\-В2 — 6Т)>0,  то,  положивъ  Л2-{-7/2 —  С  =  1і2,  по- 
лучимъ 

(х-ЬЛ)2+(з/+Б)2=й2. 

Это  —  уравненіе  круга  съ  центромъ  въ  точкѣ  ( —  Д,  — 77)  и 
радіусомъ  В. 

Если  Д2-}-®2 — (7—0,  то  уравненіе  (32)  приводится  къ 
уравненію 

(а._|_4)2+(у  +  Л)2  =  0, 

которое  удовлетворяется  только  одной  парой  вещественныхъ  зна¬ 
ченій  хну: 

х  =  —  А ,  у  = —  В. 

Эта  пара  чиселъ  даетъ  точку,  которую  можно  разсматривать, 
какъ  предѣльный  случай  круга. 

Наконецъ,  если  А2-\-В2 —  (7<(0,  то  уравненіе  (а)  но  удо¬ 
влетворяется  никакими  вещественными  значеніями  х  и  у.  Поэтому 
кривой,  соотвѣтствующей  уравненію  (а),  въ  этомъ  случаѣ  нѣтъ  *). 

§  50.  Пересѣченіе  круга  съ  прямой.  Чтобы  найти  точки  пе¬ 
ресѣченія  круга  и  прямой,  данныхъ  своими  уравненіями,  нужно 
совмѣстно  рѣшить  эти  уравненія  относительно  текущихъ  коорди¬ 
натъ.  Такъ  какъ  уравненіе  круга  есть  уравненіе  второй  степени, 
а  уравненіе  прямой — первой  степени,  то  получимъ  два  рѣшенія 
(хѵ  ;/2)  и  (;г2,  у2),  которыя  опредѣлятъ  двѣ  точки  пересѣченія. 
Если  эти  два  рѣшенія  вещественны  и  различны,  то  прямая  перг¬ 
ой, каетъ  кругъ  въ  двухъ  точкахъ;  если  эти  два  рѣшенія  веще¬ 
ственны  и  одинаковы,  то  прямая  имѣетъ  съ  кругомъ  одну  общую 
точку  и  представляетъ  касательную  къ  нему;  если,  наконецъ,  рѣ¬ 
шенія  мнимы,  то  прямая  не  пересѣкаетъ  круга. 

Упражненія.  Написать  уравненіе  круга  съ  центромъ  въ  точкѣ  ( — 2,  0)  и 
радіусомъ  1. 

Отв.  (х  2;2  -р  у2  —  1=0. 

2.  Показать ,  что  уравненіе 

4*2  +  4 —  8*  4-  12*/  —  3  =  0, 


*)  Въ  этомъ  случаѣ  уравненіе  (а)  называютъ  также  уравненіемъ  мнимаго 
круга. 
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сеть  уравненіе  круга,  и  найти  его  центръ  и  радіусъ . 


3.  Найти  точки  пересѣченія  круга 


«®+(у.+  2)2  =  25 


съ  прямыми 

а)  у  —  —  х  -|-  3;  Ь)  За?  +  Ау  —  17  =  0;  с)  З.г  —  Ау  —  24  =  0. 

Оме.  а)  (0,  3)  и  (5, — 2);  Ь)  (3,  2);  с)  нѣтъ. 

§  51.  Парабола.  Ея  уравненіе.  Параболой  называется  геоме¬ 
трическое  мѣсто  точекъ ,  равно  удаленныхъ  отъ  данной  точки ,  на¬ 
зываемой  фокусомъ  параболы,  и  данной  прямой,  называемой  ея  ди¬ 
ректрисой. 

Пусть  И  есть  данная  точка 
( фокусъ )  и  ТУ  1)  —  данная  прямая  / 

(директриса )  (черт.  29).  Опустимъ  ” 
изъ  точки  И  перпендикуляръ  Г(і 

на  прямую  ТУ I)  и  примемъ  его  за  N - 

ось  абсциссъ;  за  ось  ординатъ 
возьмемъ  прямую,  перпендикуляр¬ 
ную  къ  оси  абсциссъ  и  проходя¬ 
щую  черезъ  средину  О  отрѣзка  ($Р. _  _ 


X 


Длину  отрѣзка  ЦР  обозначимъ  у  () 


черезъ  р.  \ 

Для  вывода  уравненія  пара-  \ 

болы  предположимъ,  что  точка 
М(х,  у)  лежитъ  на  ней,  и  выра- 
зимъ  алгебраически  равенство  раз- 
стояній  РМ  и  ХМ  этой  точки  со-  ” 
отвѣтственно  отъ  фокуса  и  ди¬ 
ректрисы. 

Такъ  какъ  координаты  точки  Г  Черт.  29. 

р 

суть  -  и  0,  то  (фор.  1) 


вычислимъ  разстояніе  ХМ\ 


Р. 


хм=  хр  +  рлг=  до  4-  рм\ 

V 
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По  опредѣленію  параболы  имѣемъ  уравненіе 


возведя  обѣ  части  его  въ  квадратъ  и  сдѣлавъ  упрощенія, 
получимъ: 

у2  =  2рх\ . (33) 

•это — искомое  уравненіе  параболы.  Оно,  какъ  и  уравненіе  круга, 
второй  степени. 

§  52.  Форма  параболы.  Изъ  уравненія  (33)  видно,  что  у  —  О 
при  #  =  0,  т.-е.  парабола  (33)  проходитъ  черезъ  начало  ко¬ 
ординатъ. 

Такъ  какъ  лѣвая  часть  уравненія  (33)  есть  величина  положи¬ 
тельная,  то  и  вторая  часть  его  должна  быть  положительной.  Для 
этого  нужно,  чтобъ  р  и  х  были  одною  знака.  Поэтому,  если 
то  #]>0;  если  же  то  #<П).  Въ  нервомъ  случаѣ  парабола 

всѣми  своими  точками  лежитъ  въ  области  положительныхъ 
абсциссъ,  а  во  второмъ  —  въ  области  отрицательныхъ.  Пусть 
р^> 0.  Для  каждаго  положительнаго  значенія  х  изъ  уравненія 
(33)  имѣемъ: 

У—±  V  2 рх\ 

отсюда  заключаемъ,  что  каждому  положительному  значенію  х  со¬ 
отвѣтствуютъ  два  значенія  у ,  равныя  по  величинѣ  и  противо¬ 
положныя  по  знаку.  Поэтому  парабола  (33)  симметрична  относи¬ 
тельно  оси  абсциссъ. 

Ось  абсциссъ  называется  осью  параболы,  а  точка  ея  пересѣ¬ 
ченія  съ  осью,  т.-о.  начало  координатъ,  носитъ  названіе  вершины 
параболы. 

При  безграничномъ  возрастаніи  х  соотвѣтственныя  значенія  у 
также  безгранично  возрастают!,  (по  абсолютной  величинѣ).  По¬ 
этому  парабола  есть  кривая,  простирающаяся  въ  безконечность, 
или  кривая  незамкнутая. 

Уравненіе  (33)  показываетъ,  что  ордината  у  всякой  точки  па¬ 
раболы  есть  средняя  пропорціональная  между  ея  абсциссою  и  по¬ 
стояннымъ  отрѣзкомъ  2р.  Этим!,  свойствомъ  ординатъ  точекъ 
параболы  можно  воспользоваться  для  построенія  произвольнаго 
числа  ея  точекъ.  Отложимъ  на  оси  х  въ  сторону  отрицатель¬ 
ныхъ  абсциссъ  отрѣзокъ  О  А  =  2 р  (черт.  30)  и  будемъ  описывать 
окружности,  имѣющія  центры  на  оси  х  и  проходящія  черезъ 
точку  А.  Положимъ,  что  одна  изъ  нихъ  пересѣкаетъ  ось  х  въ 
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У 


точкѣ  Г  и  ось  у  въ  точкѣ  і\г.  Проведемъ  черезъ  Р  прямую,  па¬ 
раллельную  оси  уу  а  черезъ  N  прямую,  параллельную  оси  х. 
Пересѣченіе  М  этихъ  прямыхъ  есть  точка  параболы  (33).  Дѣй¬ 
ствительно,  по  извѣстной  теоремѣ  имѣемъ: 

ОУ2  =  О  А  .  О  Г  или  РМ2  =  О  А  .  ОР. 

ОР  и  РМ  суть  координаты  точки  М.  Называя  ихъ  соотвѣтственно 
черезъ  х  и  у  и  принимая  во  вниманіе,  что  АО  —  2р,  получимъ: 

У‘  —  2рх> 


что  и  показывает!,,  что  точка  М  лежитъ  на  параболѣ  (33). 

§  53.  Пересѣченіе  параболы  съ  прямой.  Для  того,  чтобы 
найти  точки  пересѣченія  параболы  (33)  съ  прямой,  данной 
уравненіемъ 

у  =  1іх-\-Ь , . . . (а) 

нужно  рѣшить  систему  уравненій  (33)  и  (а).  Подставляя  значе¬ 
ніе  у  изъ  уравненія  (а)  въ  уравненіе  (33)  находимъ: 

+  —  р)х  +  Ь2  =  0 . ф 

Обозначив!,  черезъ  х1  и  х2  корни  этого  квадратнаго  уравне¬ 
нія  и  вычисливъ  при  помощи  уравненія  (а)  соотвѣтственныя 
значенія  уг  и  у2  неизвѣстнаго  у,  получаемъ  два  рѣшенія  системы 
уравненій  (33)  и  (а)  :  (хѵ  у а)  и  (л*2,  у2 ). 

Эти  два  рѣшенія  даютъ  двѣ  точки  пересѣченія  параболы  съ 
прямой.  Если  корни  уравненія  (?)  вещественны  и  различны,  то 
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прямая  (а)  пересѣкаетъ  параболу  (33)  въ  двухъ  различныхъ  точ¬ 
кахъ;  если  корни  уравненія  ([0  вещественны  и  равны,  то  пря¬ 
мая  (а)  пересѣкаетъ  параболу  (33)  въ  двухъ  совпадающихъ  точ¬ 
кахъ,  т.-е.  служитъ  касательной  къ  параболѣ;  если  корни  урав¬ 
ненія  (р)  мнимы,  то  прямая  не  пересѣкаетъ  параболы. 

Разсмотримъ  частный  случай  задачи,  а  именно  найдемъ  точки 
пересѣченія  параболы  (33)  съ  осью  у.  Такъ  какъ  уравненіе  оси  у 
есть  ,г  =  0,  то,  положивъ  въ  уравненіи  (33)  #  =  0,  получимъ 
?/]=у2  =  0-  Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  осъ  ординатъ  есть  касатель¬ 
ная  къ  ппраболіъ  (33)  въ  ся  вершинѣ. 

§  54.  Безконечно  удаленная  точка  параболы.  Изъ  теоріи 
квадратнаго  уравненія  извѣстно,  что  если  коэффиціентъ  а  стар¬ 
шаго  члена  уравненія 

ах 2  -)-  Ьх  -(-  с  =  0 

обращается  въ  нуль ,  то  одинъ  изъ  корней  его  становится  безко¬ 
нечно  большимъ. 

Въ  уравненіи  (^)  §  53  коэффиціентъ  старшаго  члена  обра¬ 
щается  въ  нуль  при  &  =  0.  Слѣд.,  при  &  =  0  одинъ  изъ  его  кор¬ 
ней  обращается  въ  безконечность.  Поэтому  одна  изъ  точекъ  пе¬ 
ресѣченія  параболы  (33)  съ  прямыми,  угловой  коэффиціентъ 
которыхъ  равенъ  нулю,  есть  безконечно  удаленная  точка.  Пря¬ 
мыя,  для  которыхъ  угловой  коэффиціентъ  к  равенъ  нулю,  парал¬ 
лельны  оси  х  (§  28)  и  параллельны  между  собою.  Всѣ  парал¬ 
лельныя  прямыя  пересѣкаются  въ  одной  безконечно  удаленной 
точкѣ.  Слѣд.,  на  параболѣ  существует},  одна  безконечно  удаленная 
точка. 


Упражненія.  1.  Написать  уравненіе  параболы ,  вершина  которой  нахо¬ 
дится  въ  началѣ  координатъ  и  ось  направлена  по  оси  у. 

О  те.  а?2  —  2 ру. 

/  2.  Написать  уравненіе  параболы ,  проходящей  черезъ  точку  (1,  2),  если 

извѣстно ,  что  вершина  с  я  лежитъ  въ  началѣ  координатъ  и  ось  совпадаетъ 
съ  осью  х.  .  О  те.  у 2  =  4ѵС. 

3.  Найти  точки  пересѣченія  параболы  у^—Гх  съ  прямыми 
а)  2х  —  Зу  +  4  =:  0;  Ъ)  х  —  у  +  1  =  0;  с)  2х  —  у  +  1  =-  0;  ф  у  +  1  —  0. 


4.  Найти  точки  пересѣченія  параболъ 

,  у 2  =  4,г  и  ж2  =  4 у. 

5.  Найти  точки  пересѣченія  кривыхъ 

у 2  =  у  х  и  х*  +  У2  ■==  25. 


Отв.  а)  (1,  2)  И  (4,  4);  Ъ)  (1,  2);  С)  нѣтъ . 
(1)  —  1  )  и  безк.  удал.  т. 


Отв.  (0,  0)  п  (4,  4). 


Отв.  (3,  4)  и  (3,  —  4). 
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§  55.  Цѣлая  раціональная  функція  второй  степени.  Цѣлой 
раціональной  функціей  2-ой  степени  называется  (§  22)  функція 

у  =.  ах 2  Д-  Ьх  Д-  с, . (а) 

гдѣ  а,  Ь ,  с  суть  постоянныя. 

Разсмотримъ  свойства  этой  функціи  и  покажемъ,  что  графи¬ 
комъ  ея  служитъ  парабола. 

Давая  перемѣнному  х  приращеніе  Ьх  и  обозначая  соотвѣтствен¬ 
ное  приращеніе  функціи  черезъ  Д//,  находимъ: 


у  4-  \у  =  а(х  -(-  Д  ху-  +  Цх  -(-  Дх)  с . (?) 

Черезъ  почленное  вычитаніе  уравненія  (а)  изъ  уравненія  ([}), 
получимъ 

1у  =  2ах\х  Д-  Ь\х  Д-  «( Д%)2 . (у) 


Это  равенство  показываетъ,  что  приращеніе  Д у  функціи  у  за¬ 
виситъ  не  только  отъ  приращенія  Д#  перемѣннаго  х ,  но  и  отъ 
значенія  этого  перемѣннаго.  Равнымъ  приращеніямъ  перемѣн¬ 
наго  х  соотвѣтствуютъ,  вообще,  неравныя  приращенія  функціи, 
т.-е.  функція  измѣняется  неравномѣрно. 

Наприм.,  функція  х2  -\-х-\-  1  при  #  =  0,  1,  2  имѣетъ  соотвѣт¬ 
ственно  значенія  1,  3,  7;  приращеніе  ея  при  переходѣ  отъ  х  =  0 
къ  х—\  равно  2,  а  при  переходѣ  отъ  х==1  къ  х=2  прира¬ 
щеніе  равно  4.  Приращенія  перемѣннаго  въ  томъ  и  другомъ 
случаѣ  одинаковы  (Д#  =1),  а  соотвѣтственныя  приращенія 
функціи  различны  (Ду  =  2  въ  первомъ  случаѣ  и  Д/у  =4  —  во 
второмъ). 

Изъ  уравненія  (у)  молено  вывести  еще  заключеніе  о  непрерыв¬ 
ности  разсматриваемой  функціи  (§  16).  Для  этого  нужно  пока¬ 
зать,  что  надлежащимъ  выборомъ  |Да?|  можно  сдѣлать  ]Ду| 
меньше  произвольнаго  числа  г. 

Такъ  какъ  абсолютное  значеніе  суммы  но  болѣе  суммы  абсо¬ 
лютныхъ  значеній  слагаемыхъ,  то  но  уравненію  (у)  имѣемъ: 

|  Ду  |  С  |  2ах\х  |  Д- 1  Ъ\х  |  Д- 1  а(Д.г)2 1 . (5) 

При  разсмотрѣніи  вопроса  о  непрерывности  мы  имѣемъ  дѣло 
съ  малыми  измѣненіями  перемѣннаго;  поэтому  можно  положить 
|  ДД  <  1  и,  слѣд.,  (ДД2  <<  \х  |.  Неравенство  (о)  усилится,  если 
вмѣсто  (Дг)2  подставимъ  |ДД.  Слѣд., 

I  Ьу  |  <  {  |  2 ах  |  + 1  Ь  |  Д- 1  а  |  }  .  \  №  |. 

Дцфф.  и  иитегр.  исчисленія. 
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Если  черезъ  М  обозначимъ  наибольшее  изъ  трехъ  чиселъ  |  2 ах  , 
|  Ь !  и  |а|,  то  предыдущее  неравенство  удовлетворится  при  суще¬ 
ствованіи  неравенства 

\^у\<т.\^x\. 

Отсюда  ясно,  что  |Ду|<[г,  если  возьмемъ  |  \х  |  <  з/ЗЖ 

Приведенныя  разсужденія  не  зависятъ  отъ  выбора  начальнаго 
значенія  х.  Слѣд.,  функція  (а)  непрерывна  при  ваьхъ  значеніяхъ  х. 

Прослѣдимъ  теперь  измѣненіе  функціи  (а)  при  измѣненіи  пе¬ 
ремѣннаго  х  отъ  — ОО  до  4-00. 

Функцію  у  нетрудно  привести  къ  слѣдующему  виду: 

у  =  ах*  +  Ъх  +  с  =  «[(х+-2У'+--^4]  •  •  •  .(а) 

Разность  4 Ос  —  Ь 2  называется  дискриминантомъ  функціи  (а). 
Дискриминанта  можетъ  быть  положительнымъ,  равнымъ  нулю  и 
Отрицательнымъ.  Разсмотримъ  эти  три  случая  отдѣльно. 

1- й  случай:  4 ас  —  &2]>0.  Въ  этомъ  случаѣ  второй  множитель 
второй  части  положителенъ  при  всѣхъ  значеніяхъ  перемѣннаго  х  и 
имѣетъ  наименьшую  величину  при  х— — Ь/2а.  Знакъ  функціи  совпа¬ 
даетъ  съ  знакомъ  а.  При  измѣненіи  #  отъ — ОО  до  —  Ъ/2а  функція 
убываетъ ,  если  «>0,  и  возрастаетъ,  если  а<^0.  При  х  =  —  Ъ/2а 
она  достигаетъ  наименьшаго  значенія,  если  а>0,  и  наибольшаго , 
если  а<0;  при  измѣненіи  х  отъ  — Ь'2а  до  4“  00  функція  возра¬ 
стаетъ  въ  первомъ  случаѣ  и  убываетъ  во  второмъ. 

При  измѣненіи  х  отъ  — 00  до  4*  00  функція  не  обращается 
въ  нуль  и  не  мѣняетъ  знака. 

2- й  случай:  4 ас  —  Ъ2  —  0.  Въ  этомъ  случаѣ  формула  (з)  даетъ: 

Изъ  разсмотрѣнія  этого  уравненія  можно  сдѣлать  слѣдующія 
заключенія: 

1)  Знакъ  значенія  функціи  всегда  одинаковъ  со  знакомъ  коэффи¬ 
ціента  а; 

2)  при  а^>  0  значенія  функціи  убываютъ  отъ  4-  00  до  0  при 

измѣненіи  х  отъ  — 00  до  —  Ъ/2а  и  возрастаютъ  отъ  0  до  4“  00 

при  измѣненіи  х  отъ  — Ь/2а  до  00; 

3)  при  я  <  0  значенія  функціи  возрастаютъ  отъ  — 00  до  0  при 

измѣненіи  х  отъ  — ОО  до  — Ь/2а  и  убываютъ  отъ  0  до  — 00  при 

измѣненіи  х  отъ  — Ъ/2а  до  -(-00; 


<?  55.  Цѣлая  раціональная  функція  второй  степени . 
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4)  при  измѣненіи  х  отъ  — 00  до  +00  функція  одинъ  разъ 
обращается  въ  нуль ,  не  мѣняя  при  этомъ  своего  знака. 

3-й  случай:  4 ас  —  &2<0.  Въ  этомъ  случаѣ  уравненіе  (г) 
можно  преобразовать  такъ: 


'“"[(■’Ч-й) 


2  Ь2 —  4  ас 
Та2 


} 


ь_ 

2  а 


/б*  —  4ас\1Г  (  Ь 
2  а  )\[Х  Л  2а 


О2 — 4ас\1 
2«  )]' 


Отсюда,  положивъ 


—  д  +  V  Ь2 — 4  ас  _ —  Ь — —  4ас 

2  а  ’  а  2  2  а  ! 


находимъ 

у  =  а(х  —  х^)(х  —  х2У, . (О 

х1  и  х0  суть  тѣ  значенія  перемѣннаго,  при  которыхъ  функція  у 
обращается  въ  нуль;  они  называются  корнями  функціи.  Въ  раз¬ 
сматриваемомъ  случаѣ  корни  суть  вещественныя  и  различныя 
числа;  пусть  хг<С.х2, 

Изъ  формулы  (О  легко  вывести  заключенія,  соединенныя  въ 
-слѣдующей  таблицѣ,  средній  столбецъ  которой  содержитъ  значе¬ 
нія  х ,  а  крайніе  —  соотвѣтственныя  значенія  у  при  а>0  и 
при  а<С  0. 


«>0. 

- 

Значенія  у. 

Значенія  X. 

а<0. 

Значенія  у. 

+  СО 

—  СО 

—  СО 

У>  0 

X  <  .г, 

у  <  0 

У  —  0 

х  —  я\ 

у— о 

У  <0 

Хі  <  X  <  х2 

у  >о 

У  =  0 

х  =  Х-2 

У  =  0 

у>0 

х>х2 

у<  0 

+  со 

+  :  СО 

—  00 

5* 
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Содержаніе  этой  таблицы  можно  резюмировать  слѣдующимъ 
образомъ:  при  измѣненіи  х  отъ  — 00  до  — Ь\2а  (см.  случ.  1-й) 
у  есть  функція  убывающая ,  если  а^>0,  и  возрастающая ,  если  «<0; 
при  измѣненіи  х  отъ  — Ь/2а  у  есть  функція  возрастающая  въ 
первомъ  случаѣ  и  убывающая  во  второмъ;  въ  томъ  и  другомъ 
случаѣ  функція  Оваоісды  обращается  въ  нуль,  мѣняя  при  этомъ 
свой  знакъ.  Кромѣ  того  изъ  формулы  (г)  видно,  что  наимень¬ 
шее  при  й>0  и  наибольшее  при  а  <  0  значеніе  функціи  равно 
(4  ас  —  &2)/4а. 

Для  построенія  графика  функціи,  (а)  хну  принимаемъ  за 
прямоугольныя  координаты  точки  на  плоскости.  Возьмемъ  на 
плоскости  ху  точку  0\  абсцисса  которой  равна  — Ъ/2а,  а  орди¬ 
ната  (4 ас  —  &2)/4а,  проведемъ  черезъ  нея  прямыя  01  и  0ѴИ  со¬ 
отвѣтственно  параллельныя  осямъ  Ох  и  Оу.  Прямыя  О'І  и  0'г{ , 

примемъ  за  новыя  оси  прямо¬ 
угольной  системы  координатъ, 
а  координаты  точки  относи¬ 
тельно  этой  новой  системы 
будемъ  обозначать  черезъ  $  и 
7].  Если  координаты  точки  Ж 
относительно  системы  хОу  суть 
х  и  у,  а  относительно  системы 
$0'Г|  суть  ;  и  г,,  то  изъ  черт.  31 
легко  убѣдиться,  что  между 
старыми  и  новыми  координа¬ 
тами  существуютъ  соотношенія 


гдѣ  т  и  п  суть  координаты  новаго  начала  О '  относительно 
системы  хОу.  Въ  разсматриваемомъ  случаѣ 


т  — 


Ь  м 4  ас — Ь2 

2 а’  П  4а 


Подставляя  выраженія  х  и  у  черезъ  $  и  г{  въ  формулу  (с)7 
получимъ  послѣ  нѣкоторыхъ  упрощеній  уравненіе: 

г,  =  «;2 . (г,) 

Сравнивая  это  уравненіе  съ  уравненіемъ  (33),  находимъ,  что 
это  есть  уравненіе  параболы  съ  вершиной  въ  точкѣ  О '  и  осью, 
совпадающей  съ  положительнымъ  направленіемъ  оси  г,  при  а  О 
и  съ  отрицательнымъ  ея  направленіемъ  при  а<^0. 


§  56.  Эллипсъ. 
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Черт.  321). 


При  возвращеніи  къ  иервоначальпой  системѣ  хОу  коорди¬ 
натъ  уравненіе  (т4)  переходитъ  въ  уравненіе  (а).  Поэтому  урав¬ 
неніе  (а)  есть  уравненіе  параболы,  ось  которой  параллельна  оси 
у ,  а  вершина  находится  въ  точкѣ 
0[ — Ь/2а,  (4 ас  —  &2)/4а]. 

Итакъ,  графикъ  функціи  (а)  есть 
парабола. 

При  положительномъ  дискрими¬ 
нантѣ  парабола  не  пересѣкаетъ  оси 
л*;  при  дискриминант!;,  равномъ  нулю , 
она  касается  оси  х  въ  точкѣ,  абс¬ 
цисса  которой  =  —  Ъ/2а;  при  отри - 
нательномъ  дискриминантѣ  парабо¬ 
ла  пересѣкаетъ  ось  х  въ  двухъ  точ¬ 
кахъ,  абсциссы  которыхъ  суть  хг  и 
х2.  (См.  черт.  32). 


Упражненіе.  Построить  графики  слѣдующихъ  (функціи: 

у  —  х*+  2.г  +  2; 
у  =  —  а?2  4-  2а?  —  1. 
у  =  а?2  4“  За?  4-  2. 
у  =  4  —  а*2. 

§  56.  Эллипсъ.  Его  уравненіе.  Эллипсомъ  называется  геоме¬ 
трическое  мѣсто  точекъ ,  сумма  разстояній  которыхъ  отъ  дву  осъ 
данныхъ  точекъ ,  называемыхъ  фокусами ,  есть  величина  постоянная . 
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Разстоянія  точки  эллипса  отъ 
фокусовъ  называются  радіусами 
векторами. 

Выводомъ  уравненіе  эллипса. 

Пусть  Рг  и  Р2  его  фокусы 
(черт.  33). 

Разстояніе  Р11\)  обозначимъ 
черезъ  2с,  прямую  Р2  примемъ 
за  ось  абсциссъ,  а  перпендикуляръ 
къ  ней,  возставленный  въ  срединѣ 
О  отрѣзка  Р2Р19  —  за  ось  орди-  Черт.  зз. 

натъ.  При  такомъ  выборѣ  осей 
точка  Рг  имѣетъ  координаты  х  —  с 

и  у  =  0,  а  точка  Р2  координаты  х  —  —  с  и  у  =  0.  Сумму  радіу¬ 
совъ  векторовъ  точки  эллипса  обозначимъ  черезъ  2а.  Если. 
М(х,  у )  есть  одна  изъ  точекъ  эллипса,  то,  по  опредѣленію. 
І\М -}-  Р2М  —2а.  Такъ  какъ  (форм.  1) 

*ѴѴ=/(*-«02-|-у*,  І'яМ=ѴІх  +  су+У»- 


\'Х*  —  су-  +  у*  +  Ѵ(Х  +  су  +  у*=  2а. 

Возводя  это  уравненіе  въ  квадратъ,  получаемъ 
О  —  су  +  У-  +  с» ■ +  С)2  +  У2  +  2  /[(а?— с)*+у*ЛС*+с)*+Я'=4а*:; 

отсюда 

/(**  +  Г  +  С*  —  ‘2сх){х-  ~  у- -|-  с*  4-  2с. г)  =  2«2  —  (х 2  4-  у*  -у  с  =) 

По  возведеніи  въ  квадратт»  это  уравненіе  даетъ  уравненіе 
(х2  у2  С2)2  _  46.2<Г2  _  4а4  (<г2  у2  6-2)2_  4^2  у2  <>2), 

которое  послѣ  нѣкоторыхъ  преобразованій  приводится  къ  слѣ¬ 
дующему  : 

(а2  —  с2)х2  сі2у2  ~  а2(а2  —  с*2). 


Такъ  какъ  РуМ -]-  Р2М^>  Р2 РЛ ,  то  а^>с.  Поэтому  а2  —  с2  есть 
величина  положительная .  Полагая  а2  —  с2  —  Ъ2  и  раздѣливъ  пре¬ 
дыдущее  уравненіе  на  а2Ь 2,  получимъ  искомое  уравненіе  эллипса 
въ  слѣдующемъ  видѣ: 


х2 

а2 


(34) 


$  57.  Форма  эллипса. 
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§  57.  Форма  эллипса.  Для  изслѣдованія  формы  эллипса  рѣ¬ 
шимъ  уравненіе  (34)  какъ  относительно  х ,  такъ  и  относительно  у. 
Получимъ: 

.'/  =  ±  Ьу «2  —  Х-,  х  =  4-  а  Ь-  —  у-  ...  .  (а) 
а  у 

Первая  изъ  формулъ  (а)  показываетъ,  что  для  каждаго  зна¬ 
ченія  х ,  заключеннаго  между  — ап  -{-а,  существуютъ  два  зна¬ 
ченія  у ,  отличающіяся  только  знаками.  Изъ  этого  слѣдуетъ,  что 
кривая  симметрична  относительно  оси  х.  Точно  также  изъ  второй 
формулы  (а)  обнаруживается  симметричность  кривой  относи¬ 
тельно  оси  у. 

При  #  =  4- а  первая  формула  (а)  даетъ  у  —  0;  это  значитъ, 
что  кривая  пересѣкаетъ  ось  х  въ  двухъ  точкахъ  Л  (а,  0)  и 
Лх(  —  а,  0). 

При  у —  4-5  вторая  формула  (а)  дастъ  .г  =  0;  это  значитъ, 
что  кривая  пересѣкаетъ  ось  у  въ  двухъ  точкахъ:  13(0,  5)  и 
Ь\(0,  — 5). 

Если  \х\  ^>а,  то  первая  формула  (а)  даетъ  для  у  мнимыя 
значенія;  слѣдовательно,  эллипсъ  (34)  всѣми  своими  точками  ле¬ 
житъ  'въ  полосѣ ,  ограниченной  прямыми  х  —  а  и  х=  —  а,  парал¬ 
лельными  оси  у. 

Подобнымъ  же  образомъ  вторая  изъ  формулъ  (*а)  приводитъ 
къ  заключенію,  что  эллипсъ  всѣми  своими  точками  лежитъ  въ  по¬ 
лосѣ,  ограниченной  прямыми  у  =  Ь  и  у  = —  5,  параллельными  оси  у. 

Соединяя  эти  два  вывода,  заключаемъ,  что  эллипсъ  всѣми 
своими  точками  леэюитъ  внутри  прямоугольника  Рф/ 18,  образован¬ 
наго  прямыми  #  =  4 -а,  у  =  4- 5;  стороны  этого  прямоугольника 
равны  2а  и  25,  пересѣченіе  его  діагоналей  находится  въ  началѣ 
координатъ. 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  эллипсъ  нс  имѣетъ  безконечно  удаленны  ѵъ 
точекъ. 

Чтобы  составить  понятіе  о  формѣ  эллипса,  достаточно,  вслѣд¬ 
ствіе  его  симметріи  относительно  осей  координатъ,  прослѣдить 
измѣненіе  его  положительной  ординаты  при  измѣненіи  абсциссы 
отъ  0  до  -\-а. 

Изъ  первой  формулы  (а)  видно,  что  при  #  =  0,  у  =  Ъ\  при 
возрастаніи  х  отт>  0  до  а  положительная  ордината  эллипса  убы¬ 
ваетъ  и  при-  х  —  а  обращается  въ  нуль.  Кривая  имѣетъ  форму, 
изображенную  на  черт.  (33). 

§  58.  Оси  и  вершины  эллипса.  Отрѣзки  Аг А  =  2а  и  В1В=2Ъ 
называются  осями  эллипса  (34),  а  отрѣзки  О  А  — а  и  ОВ  =  5  —  его 
полуосями. 
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Сравненіе  величины  осей  и  полуосей  приводитъ  къ  назва¬ 
ніямъ:  большая  и  малая  ось  или  полуось. 

Точки  А  у  А  ѵ  В  и  Вг  называются  вершинами  эллипса. 

Фокусы  эллипса  лежатъ  на  большой  оси  (§  56). 

Если  а  —  Ь ,  то  уравненіе  (34)  приводится  къ  уравненію  (31) 
круга  съ  центромъ  въ  О  и  радіусомъ  а. 

§  59.  Связь  эллипса  съ  кругомъ.  Возьмемъ  эллипсъ  (34) 
и  кругъ 

х2  +  у2  —  а* . (а) 

съ  центромъ  въ  началѣ  координатъ  и  радіусомъ,  равнымъ  боль¬ 
шой  полуоси  эллипса  (34). 

Опредѣляя  изъ  уравненій  (34)  и  (а)  ординаты  эллипса  и  круга 
для  одной  и  той  же  абсциссы  и  обозначая  ихъ  соотвѣтственно 
черезъ  у  и  У ,  находимъ: 

?/  =  -Ь  а2  —  х2,  1г  =  -Ь а 2 —  х2. 


Сравненіе  у  и  I"  приводитъ  къ  уравненію 


^=«г’ 


с?) 


которое  показываетъ,  что  для  одной  и  той  же  абсциссы  ордината 
эллипса  равна  ординатѣ  кру¬ 
га ,  уменьшенной  въ  отноше¬ 
ніи  Ъ/а. 

Эта  связь  ординатъ  эл¬ 
липса  и  круга  даетъ  возмож¬ 
ность  построить  сколько  угод¬ 
но  точекъ  эллипса  но  его 
осямъ. 

Возьмемъ  два  концентри¬ 
ческихъ  круга  съ  центромъ 
въ  началѣ  координатъ  и  ра¬ 
діусами  а  и  Ь  и  какую-ни¬ 
будь  точку  Лг  на  первомъ 
изъ  нихъ  (черт.  34).  По¬ 
строивъ  ея  ординату  РХ  и 
соединивъ  N  съ  центромъ  О,  проведемъ  черезъ  точку  ]^  пересѣ¬ 
ченія  прямой  ОХ  со  вторымъ  кругомъ  прямую,  параллельную 
оси  х.  Точка  М  пересѣченія  этой  прямой  съ  ординатой  РХ  есть 


Черт.  34. 


§  00.  Пересѣченіе  эллипса  съ  прямой. 
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точка  эллипса  (34).  Дѣйствительно,  по  параллельности  прямыхъ 
РМ  и  ОР  имѣемъ 

РМ _ ОР . 

РХ~  ОХ  . 

отсюда,  принявъ  во  вниманіе,  что  ОР  —  Ъ,  ОХ=а ,  РХ  ~  ЗГ, 
находимъ 

рм=ьт. 

а 


Сравнивая  это  равенство  съ  равенствомъ  (^),  получимъ: 
РМ—у,  т.-е.  РМ  есть  ордината  точки  эллипса,  имѣющей 
абсциссу  ОР.  Очевидно,  что  такимъ  образомъ  можно  построить 
сколько  угодно  точекіэ  эллипса. 

§  СО.  Пересѣченіе  эллипса  съ  прямой.  Даны  эллипсъ  урав¬ 
неніемъ  (34)  и  прямая  уравненіемъ 

у  —  кх-\-С . (а) 


Требуется  найти  точки  ихъ  пересѣченія. 

Подстановка  значенія  у  изъ  уравненія  (а)  въ  уравненіе  (34) 
даетъ  для  опредѣленія  абсциссъ  точекъ  пересѣченія  квадратное 
уравненіе: 

(а2/.2  ^2  _|_  2  аЩх  +  а\{2  —  62)  =  0 . ф 

Корни  этого  уравненія  обозначимъ  черезъ  хг  и  х2,  а  соотвѣт¬ 
ственныя  значенія  у ,  опредѣляемыя  изъ  уравненія  (а),  черезъ 
У  г  и  у2. 

Если  корни  уравненія  ([3)  дѣйствительны  и  различны,  то  пря¬ 
мая  (а)  пересѣкаетъ  эллипсъ  (34)  въ  двухъ  различныхъ  точкахъ: 

(?Ѵ  у  О  И  Уд' 

Если  корни  уравненія  (*>)  дѣйствительны  и  равны ,  то  прямая 
пересѣкаетъ  эллипсъ  въ  двухъ  совпадающихъ  точкахъ  и  служитъ 
къ  нему  касательной. 

Если  корни  уравненія  (^)  мнимы ,  то  прямая  не  пересѣкаетъ 
эллипса. 

Коэффиціентъ  аѴ:2  -|~  Ь2  старшаго  члена  уравненія  ф  не  мо- 
жеть  обратиться  въ  нуль  при  дѣйствительныхъ  значеніяхъ  к .  По¬ 
этому  уравненіе  (|3)  но  имѣетъ  безконечныхъ  корней  и,  слѣд., 
эллипсъ  нс  имѣетъ  безконечно  удаленныхъ  точекъ  (ср.  §§  57  и  54). 

Упражненіе.  Показать,  что  стороны  прямоугольника,  указаннаго  съ  §  57, 
служатъ  касательными  къ  эллипсу. 
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§  61.  Центръ  эллипса.  Разсмотримъ  частный  случай  задачи 
предыдущаго  §,  а  именно,  будемъ  искать  точки  пересѣченія 
эллипса  (34)  съ  прямыми,  проходящими  черезъ  начало  ко¬ 
ординатъ. 

Уравненіе  одной  изъ  такихъ  прямыхъ  есть 

у  —  Ъх . (а) 

Такъ  какъ  это  уравненіе  полз^чается  изъ  уравненія  (я)  §  60, 
если  положимъ  /"=0,  то  уравненіе  (^),  опредѣляющее  абсциссы 
точекъ  пересѣченія,  для  разсматриваемаго  случая  принимаетъ  видъ: 

(а2к*  4“  Ъ2)х2  —  а2Ъ2  —  0. 

Это — неполное  квадратное  уравненіе,  корпи  котораго  равны 
по  величинѣ  и  обратны  по  знаку.  Обозначая  ихъ  попрежнему 
черезъ  хг  и  х2 ,  имѣемъ  х2  —  —  хѵ  Соотвѣтственныя  значенія  у 
суть  у1—1сх1  и  у2  —  —  кхѵ  Такимъ  образомъ  получаемъ  двѣ 
точки  пересѣченія  эллипса  (34)  съ  прямой  (д) ;  Л(хЛ ,  ;?д)  и 
ІІ/'С  —  хѵ  —  у  О- 

По  трудно  убѣдиться  (§  4),  что  средина  хорды  Л'ЗІ  лежитъ 
въ  началѣ  координатъ,  т.-е.  всѣ  хорды  эллипса ,  проходящія  черезъ 
начало  координатъ,  дѣлятся  въ  немъ  пополамъ .  Точка ,  въ  которой 
дѣлятся  пополамъ  всѣ  хорды  кривой ,  черезъ  нее  проходящія,  назы¬ 
вается  центромъ  ея.  Начало  координатъ  есть  центръ  эллипса  (34). 

§  62.  Эксцентриситетъ  эллипса  и  его  директрисы.  Отно¬ 
шеніе  разстоянія  с  фокусовъ  отъ  центра  къ  большой  полуоси  а 
называется  эксцентриситетомъ  эллипса.  Эксцентриситетъ  обозна¬ 
чается  буквою  е: 

С 

-—е  или1 - —  е . (Зо) 

а  а 


Изъ  формулъ  (35)  видно,  что  эксцентриситетъ  эллипса  меньше 
единицы  (§  56). 

Директрисами  эллипса  называются  двѣ  прямыя,  опредѣляемыя 
уравненіями: 

а  а 

х  =  -~  и  х  —  — - . (36) 


Директрисы  эллипса  суть  прямыя,  параллельныя 

,  а  гѴ 

стоящія  отъ  центра  эллипса  на  разстояніи  -4~  Іакъ 


оси  у  и  от- 
какъ  с  <  1 , 


$  62.  Эксцентриситетъ  эллипса  и  его  директрисы. 


7Ь 


то— >а;  слѣдовательно,  директрисы  лежатъ  внѣ  эллипса.  Ди¬ 
ректриса  и  фокусъ,  лежащіе  но  одну  сторону  центра,  называются 
соотвѣтственными . 

Точки  эллипса  относительно  фокуса  и  соотвѣтствующей,  ди¬ 
ректрисы  обладаютъ  слѣдую¬ 
щимъ  свойствомъ:  отношеніе 
разстоянія  каждой  точки  эллип¬ 
са  отъ  фокуса  къ  разстоянію 
ея  отъ  соотвѣтственной  дирек¬ 
трисы  равно  эксцентриситету 
эллипса. 

Пусть  (черт.  35)  есть 
одинъ  изъ  фокусовъ  эллипса, 
даннаго  уравненіемъ  (34),  и 
Рг  Т)}  соотвѣтственная  дирек¬ 
триса. 

Опустимъ  перпендикуляръ 
ЗІХ  изъ  точки  М  эллипса  на  Черт.  35. 

директрису 

Нужно  доказать,  что  для  каждой  точки  31  эллипса  имѣетъ. 

р1  М 

мѣсто  равенство  =  е.  Обозначивъ  координаты  ОР  и  РЗІ 

точки  31  черезъ  х  и  у,  находимъ 

31 N  =  РК  =  О  К  —  ОР: 


но  ОК=-(по  опредѣленію  директрисы),  ОР  —  х\  слѣдовательно- 


31 Х^ 


а  —  ех 


Въ  §  50  для  І\31  было  найдено  слѣдующее  выраженіе: 

Ь^х^ 

Замѣчая,  что  у/2  =  62 - —  >  находимъ: 

и  а 2 

7)  2у2  /і2 7*2 

(х  —  <0*4-  У2  =  X 2—  2 ех  4-  6*2  4-  Ь 2 - —  = - -  ~  х2—  2сх 4-с2  4-  1Р 

а 1  а 2  1 

Но  (§  56)  с2-{-62  =  л2;  поэтому,  принимая  во  вниманіе  фор¬ 
мулы  (35),  получимъ: 

(.г  —  с)2 у2  =  е2х2  —  2  аех-\-а2=я(ех  —  а)2. 
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Для  ]РгМ  находимъ  выраженіе: 

1 1  —  зз  ( ех  —  а ) ; 

разстояніе  Г\М  (радіусъ  векторъ  точки  М)  считается  величиной 
полооісительной;  поэтому  во  второй  части  послѣдняго  равенства 
нужно  выбрать  знакъ  такъ,  чтобы  она  была  положительна. 

Такъ  какъ  для  точекъ  эллипса  #|^а,  то  \ех\  <^а,  т.-ѳ.  пер¬ 
вый  членъ  выраженія  ех  —  а  меньше  а  по  абсолютной  величинѣ. 
^Слѣдовательно,  передъ  разностью  нужно  взять  знакъ  — .  Итакъ, 

М=  а  —  ех. 


Взявъ  отношеніе 


РгМ 

л/а 


>  находимъ: 


І\М _ ( а  —  ех)е 

М  V  а  —  ех 


что  и  требовалось  доказать. 


Тѣмъ  же  путемъ  легко  убѣдиться,  что  отношеніе  разстоя¬ 
нія  точки  М  отъ  другого  фокуса  Р2  къ  разстоянію  ея  отъ  со¬ 
отвѣтственной  директрисы  /А> /Л,  также  равно  с. 


Упражненія.  1.  Написать  уравненіе  эллипса  съ  осями  10  и  6,  если  центръ 
■его  лежитъ  въ  началѣ  координатъ ,  а  оси  направлены  по  осямъ  координатъ. 
Найти  его  фокусы. 

0т°'  іі+  9"— 1;  (~4’0)- 

2.  Написать  уравненіе  эллипса,  проходящаго  черезъ  точку  (1,  0,8  |/о),  зная, 
что  разстояніе  между  (фокусами  его  равно  2,  а  центръ  и  оси  расположены, 
какъ  въ  упражненіи  1. 


х 2  -  У*  і 
О  те.  1. 

б  4 


3.  Найти  точки  пересѣченія  эллипса 

Ъ+*=1 


еъ  прямыми: 


а)  у==х  +  1;  Ь)  \х  +  15?/  —  25  =  0;  с)  +  у  =  *• 


12 


Отв.  а)  абсциссы  точекъ  пересѣченія  суть  ж  =  0  и  х  —  —  1із* 

b)  касат.  въ  точкѣ  ^  4, 

c)  не  пересѣкаетъ. 
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4.  Найти  длину  хорды  эллипса  (34),  перпендикулярной  къ  большой  оси  и 
проходящей  черезъ  фокусъ. 

О  те.  2№/а. 

5.  Малая  ось  эллипса  видна  изъ  (фокуса  подъ  прямымъ  угломъ.  Найти  его 
эксцен  тр  иситегп  ъ . 

Ото.  е  =  0,5  у/  2. 

§  03.  Гипербола.  Уравненіе  гиперболы.  Гиперболой  назы¬ 
вается  геометрическое  мѣсто  точекъ,  разность  разстояній  которыхъ- 
отъ  двухъ  данныхъ  точекъ ,  называемыхъ  фокусами ,  есть  величина 
постоянная. 

Разстоянія  точки  гиперболы  отъ  фокусовъ  называются  радіу¬ 
сами  векторами  точки. 

Выведемъ  уравненіе  гиперболы.  Пусть  Гг  и  Р2 —  данныя  точки; 
разстояніе  между  ними  обозначимъ  черезъ  2с;  постоянную  вели¬ 
чину,  представляющую  разность  разстояній  точки  гиперболы  отъ 
точекъ  Рх  и  Р2,  обозначимъ  черезъ  2 а.  За  ось  х  возьмемъ  пря¬ 
мую,  соединяющую  данныя  точки  1\  и  Г2 ,  а  за  ось  у  —  перпен¬ 
дикуляръ  къ  ней,  возставленный  въ  срединѣ  О  отрѣзка  Р2Р^ 
(черт.  36).  Если  точка  М  есть  одна  изъ  точекъ  гиперболы,  то, 
но  опредѣленію,  Г2М — Р1Ъ1—2а. 

Вычислимъ  разстоянія  Р2М  и  Г\М  точки  Л/  отъ  точекъ. 
Г2  и  Ъ\.  Обозначая  черезъ  х  и  у  координаты  точки  Л/  и  замѣ¬ 
чая,  что  координаты  точки  Рг  суть  с  и  0,  а  координаты  точки 
суть  —  с  и  0,  но  формулѣ  (1)  находимъ: 

|/(Ж  +  С)2  +  у2;  ГхМ  =  \Г(х  —  сУ-\-у'-. 

По  опредѣленію  гиперболы 

/(*  “Ь  6‘)2  ~т  У1  —  —  СУ  “Ъ  У2  =  2л. 

Возведеніе  этого  уравненія  въ  квадратъ  даетъ  уравненіе: 

2(*2  +  с2  4-  2/2)  —  2  ]7 (X-  с2  + у2)2  —  4с2ж2  =  4а2, 

которое,  по  сокращеніи  на  2  и  уединеніи  радикала,  приводится: 
къ  слѣдующему: 

+  — 4<Ае*  =  О2  -)-  6-2  +  у2)  —  2а2. 

Возведя  это  уравненіе  въ  квадратъ,  получимъ: 

О2  е* у2у.  _  4с2х2  =  (а:2  +  с2  +  у2)2  —  4а2(х2  +  с2  +  у2)  4а*г 

или 

С  С2  —  а2)х2  —  а2у2  =  (с2  —  а2)а2. 
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Такъ  какъ  Г2М — ГгМ<і  то  поэтому  с 2  —  а2  есть 

величина  положительная;  положивъ  с 2  —  а2  =  Ь2  и  раздѣливъ  по¬ 
слѣднее  уравненіе  на  а2Ь2:  найдемъ 


я2 _ у2 _ 1 

а2  62 


(37) 


Уравненіе  (37),  какъ  связывающее  координаты  любой  точки 
гиперболы,  есть  искомое  уравненіе  гиперболы. 

§  64.  Форма  гиперболы.  Изъ  уравненія  (37)  имѣемъ: 

У  =  А^^  х2  —  а2;  х  =  -Ь у |/~ у2 Ъ 2 . (а). 

й  () 

Изъ  перваго  изъ  этихъ  уравненій  вытекаютъ  слѣдующія  за¬ 
ключенія: 

1)  значенія  у  мнимы ,  |  а:  |  <(  я  ;  слѣдовательно ,  гипербола  не 

пересѣкаетъ  оси  у  и  не  имѣетъ  точекъ ,  леоісащихъ  въ  полосѣ ,  егря- 
ниченной  прямыми  х  —  -\-  а\ 

2)  у  =  0  при  а;  =  +  а;  гипербола  пересѣкаетъ  осъ  х  въ  двухъ 
точкахъ  А  и  А! ,  находящихся  отъ  начала  па  разстояніи ,  равномъ  а, 
м  называемыхъ  вершинами  гиперболы ; 


<?  65.  Пересѣчете  гиперболы  съ  прямой. 
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3)  у  имѣетъ  два  значенія,  отличающіяся  знаками,  для  каждаго 
значенія  х ,  абсолютное  значеніе  котораго  больше  а:  гипербола 
есть  кривая  симметричная  относительно  оси  х; 

4)  у  неопредѣленно  возрастаетъ  при  неопредѣленномъ  возра¬ 
станіи  х\  гипербола  простирается  въ  безконечность . 

Второе  изъ  уравненій  (а)  показываетъ,  что  гипербола  есть  кри¬ 
вая  симметричная  относительно  оси  у. 

Изъ  того,  что  гипербола  всѣми  своими  точками  лежитъ  внѣ 
полосы,  ограниченной  прямыми  х  —  -\-а.  и  симметрична  относи¬ 
тельно  оси  ординатъ,  слѣдуетъ,  что  она  состоитъ  изъ  двухъ 
отдѣльныхъ  вѣтвей ,  простирающихся  въ  безконечность  (черт.  36). 

Разстояніе  А  А  — 2а  между  вершинами  гиперболы  называется 
дѣйствительной  осью  гиперболы.  Построивъ  точки  і>(0,  /;)  и 
В\ 0, — і),  получимъ  отрѣзокъ  В  В,  называемый  мнимой  осью  ги¬ 
перболы. 

Гипербола,  опредѣляемая  уравненіемъ 


X*  у 
а  2  “г  Ь 


2 

2 


1, 


имѣетъ  дѣйствительную  ось  2 Ь  и  мнимую  2а.  Она  называется 
сопряженной  по  отношенію  къ  гиперболѣ  (37).  Если  дѣйствитель¬ 
ная  и  мнимая  оси  гиперболы  равны,  то  гипербола  называется 
равносторонней.  Уравненіе  равносторонней  гиперболы  таково: 

х2  —  у-  =  а2. 


§  65.  Пересѣченіе  гиперболы  съ  прямой.  Для  опредѣленія 
точекъ  пересѣченія  гиперболы  съ  прямой,  данныхъ  соотвѣт¬ 
ственно  уравненіями: 


у  =  Ъх  -(-/■, 


(а) 


нужно  совмѣстно  рѣшить  эти  .уравненія. 

Исключая  у  изъ  уравненій  (37)  и  (а),  найдемъ  квадратное 
уравненіе 

—  г.2)*2  +  2  аѴф  +  а"-(Р  +  &2)  =  0, . 

опредѣляющее  абсциссы  хх  и  х„  точекъ  пересѣченія. 

Соотвѣтственныя  ординаты  ух  и  у,  найдутся  изъ  уравненія  (а). 
Такимъ  образомъ  мы  получим!  двѣ  точки  (хх,  ух)  и  (х.„  */.,) 
пересѣченія  гиперболы  и  прямой. — Если  корни  уравненія  (?) 
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дѣйствительны  и  различны ,  то  прямая  пересѣкаетъ  гиперболу  въ 
двухъ  различныхъ  точкахъ .  Если  корни  этого  уравненія  равны 
между  собой ,  то  двѣ  точки  пересѣченія  сливаются  въ  одну,  и 
прямая  служитъ  касательной  къ  гиперболѣ. — Если  корни  уравне¬ 
нія  (р)  мнимы ,  то  прямая  не  пересѣкаетъ  гиперболы. 

§  66.  Безконечно-удаленныя  точки  гиперболы.  Асимптоты. 

Если 

а21с2 —  62  =  0,  .  . . (у) 

то  одинъ  изъ  корней  уравненія  (^)  безконечно  великъ.  Это  зна¬ 
читъ,  что  одна  изъ  точекъ  пересѣченія  гиперболы  съ  прямыми, 
которыхъ  угловой  коэффиціентъ  к  опредѣляется  уравненіемъ  (у), 
есть  безконечно-удаленная  точка.  Изъ  уравненія  (у)  имѣемъ  два 
значенія  к: 

7  .  &  7  Ъ 

1  а  а 

Прямыя,  направленія  которыхъ  опредѣляются  угловымъ  коэф¬ 
фиціентомъ  к  =  имѣютъ  одну  безконечно-удаленную  точку. 
а 

Прямыя,  направленіе  которыхъ  опредѣляется  угловымъ  коэффи¬ 
ціентомъ  к=  —  ,  имѣютъ  также  одну  безконечно-удаленную  точку. 
а 

Эти  точки  по  предыдущему  лежатъ  на  гиперболѣ.  Слѣдовательно, 
гипербола  имѣетъ  двѣ  безконечно-удаленныя  точки. 

Изъ  прямыхъ,  направленіе  которыхъ  опредѣляется  угловыми 

коэффиціентами  1с  =  -Ь  ^  разсмотримъ  тѣ,  которыя  проходятъ  че¬ 
резъ  начало  координатъ.  Уравненія  этихъ  прямыхъ  слѣдующія: 

у  =  -{* . (38) 

Найдемъ  точки  ихъ  пересѣченія  съ  гицерболой  (37).  Абсциссы 
этихъ  точекъ  опредѣляются  уравненіемъ  (^),  въ  которомъ  нужно 

положить  к  —  - 4--  и  /=0.  При  этомъ  коэффиціенты  обоихъ 

старшихъ  членовъ  этого  уравненія  обратятся  въ  нули.  Оба  корня 
такого  квадратнаго  уравненія,  въ  которомъ  коэффиціенты  при 
2-ой  и  1-ой  степени  неизвѣстнаго  обращаются  въ  нули,  безко¬ 
нечно  велики.  Поэтому  каждая  изъ  прямыхъ  (38)  пересѣкаетъ 
гиперболу  въ  одной  безконечно-удаленной  точкѣ  ея,  т.-е.  пред¬ 
ставляетъ  касательную  въ  безконечно-удаленной  точкѣ.  Касательныя 
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къ  гиперболѣ  въ  безконечно  удаленныхъ  точкахъ  ея  называются 
асимптотами.  Изъ  уравненій  (38)  легко  вывести  построеніе 
асимптотъ.  Построимъ  на  дѣйствительной  и  мнимой  осяхъ  гипер¬ 
болы  прямоугольникъ  КЬНК  (черт.  36).  Діагонали  КХ  и  КП 
его  суть  асимптоты  гиперболы.  Дѣйствительно,  угловой  коэффи- 

ціентъ  прямой  ОЬ  есть  іап  АОЬ\  изъ  прямоугольнаго  треуголь¬ 
ника  АОЬ  имѣемъ: 


іап  ЬОА  — 


АХ 

ОА 


б. 

—  і 

а 


поэтому  прямая  ОЬ  есть  асимптота,  опредѣляемая  первымъ  изъ 
уравненій  (38).  Угловой  коэффиціентъ  прямой  НО  есть  іап  АО  К , 


/Ч  ,  _ 

а  іап  АО  К  —  іап  (180°  —  А!ОХ>)  =  —  іап  А!  ОН ;  изъ  прямоуголь¬ 
наго  треугольника  А' ОН  имѣемъ:  іап  А  ОН  =  -;  слѣдовательно, 

(С 

угловой  коэффиціентъ  прямой  ОН  равенъ  — и  прямая  ОН 

есть  асимптота  гиперболы,  опредѣляемая  вторымъ  изъ  урав¬ 
неній  (38). 

§  67.  Центръ  гиперболы.  Разсмотримъ  пересѣченіе  гипер¬ 
болы  съ  прямыми,  проходящими  черезъ  начало  координатъ.  Та¬ 
кія  прямыя  опредѣляются  уравненіемъ: 


у  =  1сх 


(а) 


Для  опредѣленія  абсцисст,  точекъ  пересѣченія  гиперболы  (37) 
и  прямой  (а)  получимъ  уравненіе: 


— {—  а~Ъ~  =  0. 


(?) 


корни  котораго  суть 


аЪ 


хЛ  —  - _ и  .г0  =  —  хЛ. 

1  /4*  _  аѢ 2  ‘  1 

Оии  мнимы,  если  Ь2 < аѴс2,  т.-е.  если  |&|>- 


Прямыя  (а),  для  которыхъ  |  Ъ  |  ]>  - ,  лежатъ  въ  углѣ  ЬОЬ' 

а 

между  асимптотами;  онѣ  не  пересѣкаютъ  гиперболы.  Корни  урав¬ 
ненія  (р)  безконечно  велики ,  если  к  =  А-  .  Прямыя  (а)  въ  этомъ 

а 


Дифф»  и  интегр.  исчисленія. 
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случаѣ  представляютъ  асимптоты  гиперболы.  Корни  уравне¬ 
нія  (Р)  дѣйствительны ,  если  Ь2^>а21с2^  т.-е.  если  [ /«  І  <С  •  Пря- 

(X 

мыя  (а),  для  которыхъ  |  А  |  <С  - ,  лежатъ  въ  углѣ  КОЬ  между  асим- 

а 


птотами;  каждая  изъ  нихъ  пересѣкаетъ  гиперболу  въ  двухъ  точ¬ 
кахъ  (хѵ  у:)  и  (ос 2 1  у  г),  симметрично  расположенныхъ  относительно 
начала .  Отрѣзокъ  каждой  изъ  этихъ  прямыхъ,  заключенный 
между  точками  пересѣченія  ея  съ  гиперболой,  представляетъ 
хорду  гиперболы;  такъ  какъ,  по  предыдущему,  концы  этихъ 
хордъ  представляютъ  точки,  симметричныя  относительно  начала, 
то  въ  началѣ  координатъ  всѣ  хорды ,  черезъ  него  проходящія ,  дѣлятся 
пополамъ .  Поэтому  (§  01)  начало  координатъ  есть  центръ  гипер¬ 
болы,  данной  уравненіемъ  (37). 

§  08.  Эксцентриситетъ  и  директрисы  гиперболы.  Отноше¬ 
ніе  разстоянія  с  фокусовъ  гиперболы  отъ  центра  къ  дѣйствитель¬ 
ной  полуоси  а  называется  эксцентриситетомъ  гиперболы  и  обо¬ 
значается  буквой  е: 


с 

а 


/«.2  І_  12 

е  или - - - =  е 

а 


(39) 


Эксцентриситетъ  гиперболы  больше  единицы  (сравн.  §  02). 
Директрисами  гиперболы  называются  двѣ  прямыя,  опредѣляе¬ 
мыя  уравненіями 

а  а 

х—  ііх  —  — . (40) 


Директриса  и  фокусъ  гиперболы,  лежащіе  но  одну  сторону 
центра,  называются  соотвѣтственными . 

Точки  гиперболы  обладаютъ  слѣдующимъ  свойствомъ  относи¬ 
тельно  соотвѣтственныхъ  фокуса  и 
директрисы:  отношеніе  разстоянія 

точки  гиперболы  отъ  фокуса  къ  раз¬ 
стоянію  ея  отъ  соотвѣтственной  ди¬ 
ректрисы  равно  эксцентриситету  ги¬ 
перболы  (сравн.  §  02). 

Пусть  М(х,  у')  есть  одна  изъ  то¬ 
чекъ  гиперболы,  данной  уравненіемъ 
(37);  1\  и  І\  фокусы  гиперболы  и 
І)1І)1  директриса,  соотвѣтствующая 
фокусу  (черт.  37).  Не  трудно 
убѣдиться,  что  разстояніе  МХ  точ- 
Черт.  37.  ки  М  отт»  директрисы  Л11)1  равно 
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(сх  —  а) 
е 


,  при  чемъ  нужно  взять  знакъ  если  точка  М  ле¬ 


житъ  на  правой  вѣтви  гиперболы,  и  знакъ  — ,  если  точка  М  ле¬ 
житъ  на  ея  лѣвой  вѣтви. 

Вычислимъ  разстояніе  точки  71/  отъ  фокуса: 


Г,М=  |/  ( х-сУ+у’-=у/ (*-0в  +  ^-й*== 


Такъ  какъ  радіусъ  векторъ  ]РХМ  считается  величиной  поло¬ 
жительной,  то  передъ  разностью  сх  —  а  нужно  взять  знакъ 
если  она  положительна,  и  знакъ  — ,  если  она  отрицательна.  Но 
для  точекъ  гиперболы  \х\  (§  04);  кромѣ  того  е^>1;  слѣдова¬ 

тельно,  і  сх  |  7>  а.  Поэтому  при  х^>  0,  т.-о.  для  точекъ  правой  вѣтви 
гиперболы,  имѣемъ  Ъ\М—сх —  а ,  а  при  #<0,  т.-ѳ.  для  точекъ 

лѣвой  вѣтви  ея,  Р^ЛІ—а —  сх.  Составивъ  отношеніе  тідр 


получимъ: 

К  М  -4-  (сх  —  а)  .  с  М 

— — - - - ПЛИ  =  С, 

МХ  ±  (сх  —  а)  МХ 


что  и  требовалось  доказать. 

Легко  видѣть,  что  но  отношенію  къ  фокусу  Р2  и  соотвѣт¬ 
ственной  директрисѣ  точки  гиперболы  обладаютъ  тѣмъ  же 
■свойствомъ. 

Упражненія.  1.  Написать  уравненіе  гиперболы ,  центръ  которой  лежитъ 
въ  началѣ  координатъ ,  дѣйствительная  ось  совпадаетъ  съ  осью  х,  а  мни - 
мая — съ  осью  у }  если  дѣйствительная  ось  равна  8,  а  мнимая  С.  Наіти  ея 
фокусы  и  асимптоты. 

Ошв.  —  у  =  1;  (  ни  5,0);  у-—±  0,75а*. 


2.  Оси  гиперболы  расположены,  какъ  въ  упражненіи  1.  Гипербола  прохо¬ 
дитъ  черезъ  точку  |б,  ^  );  разстояніе  между  ея  фокусами  =10.  Написагйь 


уравненіе  этой  гиперболы. 


п  х%і  У 2 

°ш. 


3.  Черезъ  фокусъ  гиперболы  (37)  проведена  хорда ,  перпендикулярная  къ  дѣй¬ 
ствительной  оси.  Найти  длину  этой  хорды . 

Ошв.  2 Ь*/а. 


6* 
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Г  Л  Л  В  Л  VII. 

Преобразованіе  координатъ.  Очеркъ  общей  теоріи  кривыхъ 

2-го  порядка. 


§  09.  Въ  предыдущей  главѣ  мы  вывели  уравненія  круга,  параболы,, 
эллипса  и  гиперболы,  опредѣливъ  эти  кривыя,  какъ  геометрическія  мѣста 
точекъ,  удовлетворяющихъ  извѣстнымъ  условіямъ.  Для  всѣхъ  этихъ  кри¬ 
выхъ  получились  уравненія  2-ой  степени,  при  чемъ  уравненіе  круга  оказа¬ 
лось  частнымъ  случаемъ  уравненія  эллипса.  Такимъ  образомъ  мы  познако¬ 
мились  съ  тремя  типами  кривыхъ,  уравненія  которыхъ  2-ой  степени.  Суще¬ 
ственное  различіе  этихъ  кривыхъ  заключается  въ  числѣ  безконечно  удален- 
ныхт,  точекъ:  эллипсъ  не  имѣетъ  безконечно  удалепныхъ  точекъ,  парабола 
имѣетъ  одну  и  гипербола — двѣ  безконечно  удаленныя  точки. 

Уравненія  всѣхъ  трехъ  кривыхъ  представляютъ  частные  случаи  общаго 
уравненія  2-ой  степени  съ  двумя  неизвѣстными: 

апх*  4-  2 «пху  +  +  2а13х  +  2 апу  +  а33  =  0 . (41} 

Такъ,  напр.,  если  сіц  =  ^  ,  Озд  =  Д  ,  а33  =  — 1,  а  остальные  коэффи¬ 
ціенты  равны  нулю,  то  уравпеніе  (41)  обратится  въ  уравненіе  эллипса;  если 
«22=  1,  аіз== — р ,  а  остальные  коэффиціенты  равны  нулю,  то  уравненіе  (41) 
приведется  къ  уравненію  параболы  и  т.  д. 

Является  вопросъ,  всегда  ли  уравненіе  (41)  представляетъ  уравненіе 
одной  изъ  кирвых'ь,  разсмотрѣнныхъ  въ  предыдущей  главѣ?  Съ  аналитиче¬ 
ской  точки  зрѣнія  этотъ  вопросъ  равно- 
силенъ  вопросу  о  возможности  приве¬ 
сти  уравненіе  (41)  къ  одному  изъ  тѣхъ 
частныхъ  видовъ  его,  которые  мы  по¬ 
лучили  въ  §§  49,  51,  56  и  63.  Средствомъ 
для  преобразованія  уравненія  (41)  слу¬ 
житъ  выборе,  системы  осей  координатъ. 
Поэтому  прежде  всего  нужно  ознако¬ 
миться  съ  формулами  перехода  отъ 
одной  системы  координатъ  къ  другой. 
§  то.  Преобразованіе  координатъ. 

Задача  преобразованія  координатъ  за¬ 
ключается  въ  выраженіи  координатъ 
точки  по  одной  системѣ  черезъ  ея  ко¬ 
ординаты  по  другой  системѣ. 

Двѣ  системы  координатъ  могутъ 
имѣть:  1)  реины  я  начала  и  одинаковое 
направленіе  осей;  2)  одно  начало  и  ])аз- 
личныя  направленія  осей,  и  3)  разныя: 
начала  и  различныя  направленія  осей. 

Разсмотримъ  отдѣльно  переходъ  отъ  одной  прямоугольной  системы  ко¬ 
ординатъ  къ  другой  также  прямоугольной  во  всѣхъ  этихъ  случаяхъ. 

1)  Пусть  системы  хОу  и  х'О'у '  имѣютъ  начала  О  и  (У  и  одинаково  на¬ 
правленныя  оси  (черт.  38);  обозначимъ  черезъ  а  н  I)  соотвѣтственно  абсциссу 
и  ординату  точки  (У  относительно  первой  системы. 


у 
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Координаты  какой-нибудь  точки  М  по  первой  системѣ  назовемъ  черезъ 
Л  и  у  у  и  но  второй — черезъ  х'  и  у Опустивъ  изъ  точекъ  О'  и  Л/  перпен¬ 
дикуляры  0'(^  и  МР  на  ось  Ох  у  находимъ: 

ОР  =  (Щ  +  =  ОС}  +  О'Р'. 

РМ  =.  РР'  +  Р'М  =  00'  +  Р'М. 

Но  0Р  =  х;  РМ  =  у)  0(2  =•  а;  §0' =  6;  ОТ  =  х';  Р'М  =.  у'.  На  основа¬ 
ніи  предыдущихъ  равенств!»  получимъ  формулы  преобразованія  координатъ 
для  разсматриваемаго  случая: 


х^х'  +  а  \ .  /42ч 

2)  Пусть  двѣ  системы  координатъ  ГС  Оу  и  х'О'у'  имѣютъ  одно  начало  О 
и  разныя  направленія  осей 
(черт.  39).  Чтобы  опредѣлить  по¬ 
ложеніе  второй  системы  отно¬ 
сительно  первой,  достаточно 
знать  уголъ  а  между  осями 
Ох  и  Ох'. 

Возьмемъ  произвольную 
точку  Му  координаты  которой 
по  первой  системѣ  обозначимъ 
черезъ  Ху  ?/,  а  по  второй — че¬ 
резъ  х'  и  ?/.  Опустивъ  изъ  нея 
перпендикуляръ  МР  на  ось 
Ох  п  перпендикуляръ  МН  на 
ось  Ох' у  проектируемъ  лома¬ 
ную  линію  ОР'МР  на  ось  Ох. 

Получимъ  (§  8): 

ОР  =  ОР'  С 08*  4-  Р'М  с 08  (^  +  3  |  +  3/Р  С08  ^  • 


Проектируя  ломаную  РОР'М  на  ось  Оу,  найдемъ 

РМ  =  РО  сох  ~  +  ОР'  С08  —  а  )  +  Г'М  сох  а. 

Замѣтивъ,  что  0Р=ху  РМ  =  у}  ОР'  =  х'  и  Р'М  — у' у  изъ  этихъ  ра¬ 
венствъ  получимъ  формулы  преобразованія  координатъ  для  случая  системъ 
съ  однимъ  началомъ  и  разными  направленіями  осей: 

х=:х'  со8  а  —  у'  8Іп  а,  \  •  иъ\ 

у  =  х'  8ІП  *  +  у'  соз  а.  / . '  ' 

3.  Если  двѣ  системы  хОу  п  х'О'у '  координатъ  имѣютъ  различныя  на¬ 
чала  и  различныя  направленія  осеіі,  то  для  опредѣленія  второй  системы 
относительно  первой  нужно  знать  положеніе  ея  начала  0'  и  уголъ,  соста¬ 
вленный  осями  Ох  и  С/х'.  Пусть  координаты  точки  О'  относительно  первой 
системы  равны  а  и  6,  а  уголъ  между  осями  Ох  и  О'х'  есть  а.  Переходъ  отъ 
первой  системы  ко  второй  можно  совершить  съ  помощію  третьей  системы 
х" 0'у" у  имѣющей  общее  начало  со  второй  системой,  и  оси,  параллельныя 
осямъ  первой  системы.  Называя  координаты  точки  М  по  первой,  второй  и 
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третьей  системѣ  соотвѣтственно  черезъ  х}  у;  х\  у '  и  х ",  у"  и  пользуясь 
формулами  (42)  и  (43),  находимъ 

х  =  х"  +  а;  у  =  у"  +  Ь; 

х”  =  а?'  С05  а  —  у1  зіп  а;  ?/"  =  ж'  ШІ  а  +  у'  со8  а. 

Отсюда  получаемъ  общія  формулы  преобразованія  прямоугольныхъ  ко¬ 
ординатъ: 

Х=  а  +  ж'  С08  о  —  уг  зіп  а,  ^ 

у  =  Ъ-\-х’  зіп  а  +  у'  соз  і.  ] . ^  ^ 

§  71.  Порядокъ  кривой.  Кривая,  опредѣляемая  уравненіемъ 

Я*,  У)  =  0, . (а} 

гдѣ  /'  обозначаетъ  цѣлый  раціональный  многочленъ  п-ой  степени  относи¬ 
тельно  перемѣнныхъ  х  и  у ,  называется  алгебраической  кривой  п-го  порядка . 

Классификація  алгебраическихъ  кривыхъ  по  порядкамъ  основана  на 
томъ,  что  степень  уравненій,  опредѣляющихъ  кривыя,  не  измѣняется  при 
переходѣ  отъ  одиой  системы  прямолинейныхъ  координатъ  къ  другой. 

Докажемъ  это  предложеніе  для  того  случая,  когда  старая  и  новая  си¬ 
стемы  координатъ  прямоугольныя. 

Формулы  (44),  посредствомъ  которыхъ  совершается  переходъ  отъ  одной 
прямоугольной  системы  координатъ  къ  другой,  также  прямоугольной,  пока¬ 
зываютъ,  что  выраженія  старыхъ  координатъ  х  и  у  черезъ  новыя  .г'  и  уг 
суть  многочлены  первой  степепи  относительно  х '  и  у'.  Отсюда  слѣдуетъ, 
что  хк  и  у  у  гдѣ  к  и  I  суть  цѣлыя  и  положительныя  числа,  выражаются 
многочленами  соотвѣтственно  степеней  к  и  I  относительно  х  и  у\  а  про¬ 
изведеніе  хк  у1 — многочленомъ  степени  к  +  /  относительно  х'  и  у\  т.-е.  сте¬ 
пень  произведенія  хку1  при  преобразованіи  (44)  не  повышается. 

Такъ  какъ  мпогочленъ  Да*,  у)  степени  п  относительно  х  и  у  есть  алге¬ 
браическая  сумма  члеповъ  вида  Лхку1у  гдѣ  А  есть  постоянное  и  к  +  I  ^  пу 
то  преобразованіе  его  но  формуламъ  (44)  приводитъ  къ  многочлену  І\х'у  ?/), 
степень  котораго,  на  основаніи  сказаннаго,  не  можетъ  быть  больше  п.  Но 
легко  видѣть,  что  она  не  можетъ  быть  и  меньше  п.  Дѣйствительно,  если  бы 
степень  Г\х\  У')  была  меньше  //,  то  при  обратномъ  переходѣ  отъ  системы 
х'у'  къ  системѣ  ху  многочленъ  Ъ\х\  у')  должешь  былъ  бы  преобразоваться 
въ  многочленъ  да?,  у)  степепи  высшей,  чего,  какъ  мы  видѣли,  быть  но 
можетъ. 

Итакъ,  при  переходѣ  отъ  одной  прямоугольной  системы  координатъ  къ 
другой  у  также  прямоугольной ,  степень  многочлена  /‘(а?,  у),  ау  слѣд.у  и  степень 
уравненія  (а)  не  'измѣняется  *). 

Кривая,  опредѣляемая  уравненіемъ  (Чі),  есть  кривая  второго  порядка. 

§  72.  Пересѣченіе  кривой  2-го  порядка  съ  прямой.  Для  опредѣленія 
точекъ  пересѣченія  кривой  (41)  съ  прямой 


у  =  кх  +  Ъ, . (1} 

нужно  рѣшить  совмѣстно  эти  два  уравненія.  Подставляя  значенія  у  изъ 
послѣдняго  уравненія  въ  уравненіе  (41),  находимъ: 

(я и  +  2а12к  -{-  а22к2)х2  +  2(аѴ2Ь  +  а22кЬ  +  я13  +  а<пк)х  +  {а22Ь^  + 

+  2а2ф  +  «зз)  =  0 . ( ш 


*)  Доказательство  теоремы  для  общаго  случая  см.  въ  подробныхъ  кур¬ 
сахъ  аналитической  геометріи. 
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Обозначая  корпп  этого  уравпепія  черезъ  Х\  и  х2  11  вычисляя  изъ  урав¬ 
ненія  прямой  соотвѣтственныя  значенія  у\  и  у2,  получаемъ  два  рѣшенія: 
хѵ  Уі  11  У 2*  Отсюда  заключаемъ,  что  прямая,  пересѣкаетъ  кривую  2-го  по¬ 
рядка  въ  двухъ  точкахъ.  Въ  частныхъ  случаяхъ  эти  точки  могутъ  оказаться 
мнимыми  или  совпадающими. 

Въ  первомъ  случаѣ  прямая  не  пересѣкаетъ  кривой,  а  во  второмъ  слу¬ 
житъ  касательной  къ  ней. 

Одинъ  изъ  корней  уравненія  (ш)  безконечно  великъ,  если 
(Іц  ~ |~  2« 12^  “ [■*  «22^2  == 


Опредѣливъ  изъ  этого  уравненія  /с,  получимъ 


«м 


(и) 


Если  «л «22 — «і22  >  0,  то  зпаченія  Л  мнимы;  если  «лг,2* — «і22  =  0,  то  к 
имѣетъ  два  равныхъ  значенія;  если  ап  а2 2 —  а^2  <С  то  Л  имѣетъ  два  раз¬ 
личныхъ  дѣйствительныхъ  значенія. 

Разность  «л «22 — «і22  называется  дискриминантомъ  старшихъ  членовъ 
уравненія  (41).  Обозначимъ  его  черезъ  X). 

Принимая  во  вниманіе,  что  к  опредѣляетъ  направленіе  прямой  ( I ),  при¬ 
ходимъ  къ  слѣдующимъ  заключеніямъ: 

1)  если  I)  >  0,  то  пѣтъ  прямыхъ,  пересѣкающихъ  кривую  (41)  въ  безко¬ 
нечно  удаленной  точкѣ ,  т.-е.  кривая  нс  имѣетъ  безконечно  удаленныхъ  точекъ; 

2)  если  I)  =  0,  то  существуетъ  одна  система  параллельныхъ  прямыхъ, 
пересѣкающихъ  кривую  (41)  въ  одной  безконечно  удаленной  точкѣ,  т.-е.  кривая 
имѣетъ  одну  безконечно  удаленную  точку; 

3)  если  О  <  0,  то  есть  двѣ  системы  параллельныхъ  прямыхъ,  пересѣка¬ 
ющихъ  кривую  въ  безконечно  удаленныхъ  точкахъ,  т.-е.  кривая  имѣетъ  двѣ 
безконечно  удаленныя  точки. 

Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  тѣ  три  типа  кривыхъ  2-го  порядка,  съ 
которыми  познакомились  въ  предыдущей  главѣ. 

Покажемъ  теперь,  что  кривыя  2-го  порядка  перваго  типа  суть  эллипсы , 
кривыя  второго  типа — параболы  и  кривыя  третьяго  тина — гиперболы.  Для 
этого  воспользуемся  преобразованіемъ  координатъ. 

§  73.  Преобразованіе  уравненія  (41)  въ  случаѣ  ИфО.  Разсматривая  въ 
уравненіи  (41)  х  и  у,  какъ  прямоугольныя  координаты  точки  на  плоскости, 
перенесемъ  начало  координатъ  въ  точку  С(;,  т,),  сохранивъ  при  этомъ  на¬ 
правленіе  осей.  Такъ  какъ  по  формуламъ  (42) 

X  =  х}  +  у  =  у9  +  г„ 


то  уравненіе  (41)  преобразуется  въ  слѣдующее: 

аих  *  +  2а*2 Х  У’  +  !1<пУ 2  +  +  « і2ті  +  «із)я'  +  2(агі-  +  °мті  Н”  °2з )у9  + 

*  Н  ап;2  +  2«1а^Ті  «22т»2  +  2«із^  г  2«23ті  +  ^33  =  0 . (41  ) 


Пользуясь  произволомъ  въ  выборѣ  новаго  начала,  положимъ 

«л:  +  «12^  +  «із  =  О,  1 

«іа:  +  +  ««  =  °-  / . 

Рѣшая  эти  уравпенія,  находимъ 


(4б> 


г  (1и(1гъ  г  __  <і\2пи  (/пг/2з 

•  Оцвда— а*,,  ’  1  чцОп  — 


(40) 
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Эти  формулы  даютъ  для  $  и  т)  опредѣленныя  значенія,  если  Г)  =  ац(і22 — 
—  а2 12=7^0.  Итакъ,  если  дискриминантъ  старшихъ  членовъ  уравненія  (41) 
отличенъ  отъ  ну  ля, то  уравненіе  (41,)  данной  кривой  упрощается  перенесеніемъ 
начала  въ  точку ,  коо2^динаты  которой  опредѣляются  формулами  (46). 

Относ ительно  системы  координатъ  съ  началомъ  въ  точкѣ  С(?>  г,)  кривая 
опредѣляется  уравненіемъ  слѣдующаго  вида: 

■?««•;+' год»?  -|-  «де*  +•«„  =  0, . (47) 

при  чемъ  коэффиціенты  старшихъ  членовъ  этого  уравненія  тѣ  же,  что  и 
въ  уравненіи  (41),  а  свободный  членъ  </33  уравненія  (47)  есть  результатъ 
подстановки  ;  и  т,  вмѣсто  х  и  у  въ  первую  часть  уравненія  (41)  (см.  ур.  41'). 

Изъ  уравненія  (47)  легко  видѣть,  что  если  точка  М(х,  у)  лежитъ  на 
кривой  (47),  то  на  кривой  находится  и  точка  М'(  —  х ,  —  у),  симметричная 
съ  М  относительно  начала.  Поэтому  всякая  хорда  кривой,  проходящая  че¬ 
резъ  начало  координатъ,  дѣлится  въ  немъ  пополамъ;  слѣд.  (§  01)  новое  на¬ 
чало  С(;,  г,)  есть  центръ  кривой  (41). 

Итакъ,  если  дискриминантъ  старшихъ  членовъ  уравненія  (41)  отличенъ 
отъ  нуля,  то  уравненіе  (41)  представляетъ  центральную  кривую.  Уравненіе 
(47)  есть  уравненіе  центральной  кривой,  отнесенной  къ  центру. 

Дальнѣйшее  упрощеніе  уравненія  (47)  центральной  кривой  2-го  порядка 
производится  выборомъ  направленія  осей  коордппатъ.  Повернемъ  систему 
координатъ  около  центра  кривой  на  уголъ  п.  Называя  координаты  точки 
но  новой  системѣ  черезъ  х\  у',  подставляя  значенія  х  и  у  изъ  формулъ 
(43)  въ  уравненіе  (47)  и  отбрасывая  въ  результатѣ  значки  у  х'  и  ?/,  на¬ 
ходимъ: 

(апсо, $2я  2аХ28Іп  а  сов  а  а22віп22)х2  + 

4-  2[«12(го.ѵ2я  —  віпН)  —  (ап  —  аХ2)вгп  а  сов  а ~\ху  4- 
+  (сщвіп2*  —  2а12віп  п  сов  а  4-  а22сов2о)у2  4-  и33  =  0  . (47') 

Пользуясь  произволомъ  въ  выборѣ  угла  7,  положимъ 
аЛ2(сов2а  —  віп2а)  —  (аи  —  г/2г)  віп  а  сов  а  =  0, 


откуда  получимъ: 


іап  2а  = 


«11  —  °22 


(48) 


Эта  формула  даетъ  опредѣленное  значеніе  для  іа)і2а  за  исключеніемъ 
того  случая,  когда  а12  =  0  и  ап  =  а22.  Но  если  а12  =  0,  то  и  самое  преобра¬ 
зованіе  излишне,  такъ  какъ  въ  уравненіи  (47)  нѣтъ  того  члена,  который  мы 
хотимъ  удалить  при  помощи  этого  преобразованія. 

Уравненіе  (48)  опредѣляетъ  уголъ  а  по  Іап22  и,  слѣд.,  даетъ  не  одинъ, 
а  безчисленное  множество  угловъ.  Если  з0  есть  одинъ  изъ  нихъ,  то  всѣ 
углы,  удовлетворяющіе  уравненію  (48),  заключаются  въ  формулѣ: 

а  =  ао  +  &  2» 

гдѣ  к  есть  нуль  или  цѣлое  число.  Но  легко  видѣть,  что  всѣ  эти  углы  опре¬ 
дѣляютъ  только  двѣ  прямыя  и,  слѣд.,  единственную  систему  новыхъ  осей 
координатъ.  Уравненіе  кривой  (47)  относительно  этой  новой  системы  ко¬ 
ординатъ  имѣетъ  видъ: 


ІХ2  +  П,/і  +  «зз  =  0 


(40) 
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Перепося  п33  во  вторую  часть  уравненія  и  предполагая,  что  оно  отлично 
отъ  нуля,  можно  замѣнить  это  уравненіе  равносильнымъ  ему  уравненіемъ 


или  уравненіемъ 


—  «зз 


а?*  + 


В 


2-2 

_ 

А 


+  ■ 


-  «33 


«33 

в 


У2=1, 


=  1, 


въ  которомъ  параметрами  являются  отношенія,  стоящія  въ  знаменателяхъ 
членовъ  первой  части. 


«:П 


«33 


Если - р  >0  и  —  —  >  0,  то,  полагая 


В 


.^  =  а-2  п  = 

Л  и 


получаемъ  уравненіе 


г  ь*~ 


(50) 


эллипса  съ  полуосями  а  и  Ь  (§  56)  или  круга  радіуса  а ,  если  а  =  Ь . 

Если  отношенія  — — р  и  —  -у—  противоположныхъ  знаковъ,  то  можпо  счи¬ 
тать  первое  изъ  нихъ  положительнымъ,  а  второе  отрицательнымъ,  потому 
что  противополоясный  случай  приводится  къ  этому  перемѣной  названія  осей 
координатъ.  Полагая 

-?й=а*  и^  =  Ь*. 

Л  ь 


находимъ  уравненіе 


«2  62 


(51) 


гиперболы  (§  63). 

При  а33  =  0  уравненіе  (49)  принимаетъ  видъ: 

Ах 2  +  Ву*  =  о. 

Если  Л  и  В  одинаковыхъ  знаковъ,  то  это  уравненіе  удовлетворяется 
только  одной  парой  вещественныхъ  значеній  ж  и  у,  а  именно:  а?=0  и  у=0. 
Слѣд.,  оно  опредѣляетъ  точку ,  а  именно  начало  координатъ , 

Если  А  и  В  противоположныхъ  знаковъ,  то,  полагая 

,  1  1 

«2  62 


находимъ  уравненіе 
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которое  распадается  па  два  уравненія  первой  степени: 


х 

а 


=  О 


х  ,  V 
и  -  4- ' 

Л  1  /і 


0. 


Каждое  изъ  нихъ  есть  уравненіе  прямой,  проходящей  черезъ  начало 
координатъ.  Поэтому  уравненіе  (51')  представляетъ  пару  пересѣкающихся 
прямыхъ . 

Итакъ,  изслѣдованіе  общаго  уравненія  центральныхъ  кривыхъ  2-го  по¬ 
рядка  (75^0)  приводитъ  насъ  къ  извѣстнымъ  уже  намъ  кривымъ  двухъ 
типовъ:  эллипсу  (съ  кругомъ  и  точкой ,  какъ  частными  случаями  его)  и  ги¬ 
перболѣ  (съ  парою  пересѣкающихся  прямыхъ  въ  качествѣ  частнаго  случая). 

Остается  показать,  что  Г  >  0  соотвѣтствуетъ  эллипсу  и  О  <  0  соотвѣт¬ 
ствуетъ  гиперболѣ.  Для  этого  докажемъ,  что  дискриминантъ  старшихъ  чле¬ 
новъ  уравненія  (41)  не  измѣняется  при  замѣнѣ  одной  системы  координатъ  че¬ 
резъ  другую. 

При  перенесеніи  начала  координатъ  и  сохраненіи  направленія  осей 
коэффиціенты  старшихъ  членовъ  не  измѣняются  (урр.  41  и  41').  Слѣд.,  не 
измѣняется  и  дискриминантъ  I). 

При  сохраненіи  начала  и  поворотѣ  системы  координатъ  на  уголъ  а  ко¬ 
эффиціенты  а'ц,  а'і2,  «'22  выражаются  черезъ  ап>  #22  слѣдующимъ  обра¬ 
зомъ  (уравнен.  47'): 

а'п  =  ацС08*а  +  2аі2ятасо8а  + 

а' і2  ~~а12(со^й  —  зіп2а)  —  (аи  —  ГГІ2).<?/иасо$а, 

а'22  =  (іц8Іп- а  —  2ап8ітсо8п  +  г/22со$2а. 

Преобразуемъ  эти  равенства,  выразивъ  со$2 а,  зіпасова  и  8ІП* а  черезъ 
8ІП  2а  и  СО 82а;  получимъ: 

а11  ==  2  |(в|1  +  я22)  +  (я11  —  а22)С082а  2а12зіп2а  | , 
а'п  —  апС082а  —  (аи  —  «22>/«2а, 

«  и  =  2  ( («и  +  «22)  —  («И  —  —  2а, а.чі»і2з  *  . 

Отсюда  находимъ: 

«  и«  «  —  а'*«  =  4  { («11  +  «22)*  —  [(«И  —  «и)ео82я  га,а«ш2а]« )  —  а212со*22сі  + 

+  «12(«и  —  ам>«(«2асов2а  —  *  (аи  —  аИ)2$іи22а  = 

—  4  («11  +  «й)2  —  ~  («и  —  «й)2:—  «2,2  =  «ца22  -  а*12, 


т.-с,  дискриминантъ  старшихъ  членовъ  уравненія  (41)  нс  измѣняется  при  по¬ 
воротѣ  осей  координатъ  на  произвольный  уголъ  а. 

Вычисляя  дискриминапты  старшихъ  членовъ  уравненій  (50)  и  (51),  по¬ 
лучимъ  для  уравненія  (50): 


1 

о2 


1 

Ъ 2 


1 

а*62 


>0, 


$  74.  Преобразованіе  уравненія  (41). 
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а  для  уравненія  (51): 

=  Р  '  (—  6*)=  —  а*Р  <  °' 

Отсюда  выводимъ  заключеніе,  что  кривыя  2-го  порядка ,  нс  имѣющія  без¬ 
конечно  удаленныхъ  точекъ,  суть  эллипсы,  а  кривыя  2-го  порядка ,  имѣющія 
двѣ  безконечно  удаленныя  точки,  суть  гиперболы. 

§  74.  Преобразованіе  уравненія  (41)  въ  случаѣ  Л  о.  Въ  случаѣ  /;  =  О 
формулы  (40)  даютъ  для  ?  и  г,  или  безконечныя,  или  неопредѣленныя  зна¬ 
ченія. 

Это  значитъ,  что  уравненіе  (41)  представляетъ  въ  этомъ  случаѣ  или 
кривую  безъ  центра ,  или  кривую  съ  неопредѣленнымъ  центромъ. 

Изъ  уравненія  (и)  слѣдуетъ,  что  прямыя,  направленіе  которыхъ  опре¬ 
дѣляется  угловымъ  коэффиціентомъ 


я*  2 
а 


пересѣкаютъ  кривую  (41)  къ  безконечно  удаленной  точкѣ. 

Преобразуемъ  уравненіе  (41),  сохранивъ  начало  О  координатъ  и  взявъ 

за  ось  абсциссъ  прямую  Ох'  съ  угловымъ  коэффиціентомъ  /с  =  —  — ,  а  за 

"ч 

ось  ординатъ  прямую  Оу' >  перпендикулярную  къ  Ох'.  Пользуясь  форму¬ 
лами  (43),  мы  получимъ  уравненіе  вида 

а'их'~  +  2а'пх'у'  +  а'22у'2  +  2 а'13х'  +  2 а^г  +  я'33  =  0,  .  .  .  .  ( р > 


въ  котором!»  черезъ  а'  со  значками  обозначены  значенія  коэффиціентовъ 
общаго  уравненія  послѣ  замѣны  системы  хОу  системой  х'0'у\  при  чемъ  по 
свойству  дискриминанта  старшихъ  членовъ  уравненія  (§  73)  существуетъ 
соотношеніе 

а\\а\  2  —  Л,2|3  =  0 . (<7) 


Абсциссы  точекъ  пересѣченія  кривой  (р)  съ  осью  х\  уравпепіе  которой 
есть  у' =  0,  опредѣляются  уравненіемъ: 

аЦх'2  -}-  2а\$х'  -)-  а' 22  —  0. 

Такт,  какъ  по  выбору  оси  х'  одна  изъ  точекъ  пересѣченія  есть  безко¬ 
нечно  удаленная  точка,  то  одинъ  изъ  корней  послѣдняго  уравненія  безко¬ 
нечно  великъ .  Слѣд.,  а\х  ;=  0. 

Подставляя  найденное  значеніе  а'п  въ  уравненіе  (г/Ь  находимъ  а'п  —  0. 

Итакъ,  указаннымъ  преобразованіемъ  уравненіе  (41)  приводится  къ  урав¬ 
ненію  вида 

«  иі''2  +  2а', 3*’  +  За'зз?/  +  а'м  =  0 . (г> 


Для  дальнѣйшаго  упрощенія  уравненія  кривой  2-го  порядка  безъ  центра 
замѣтимъ,  что  при  а' уравненіе  (г)  можно  замѣнить  слѣдующимъ: 


а\з _ ,  а'м  \ 

2а'па\%  2а' 


Перенося  начало  координатъ  въ  точку, ^координаты  которой  суть 
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Глава  VII.  Очеркъ  общей  теоріи  кривыхъ  2-го  порядка. 


и  называя  новыя  координаты  черезъ  х  и  у,  мы  получимъ  уравненіе 

«Г222/2  =  —  2а'13а?, 

а  і«> 

или,  если  положить  2>  = - >  > 

а  22 

У2  =  *рх, 

т.-е.  уравненіе  параболы  (§  51). 

При  «^3  =  0  уравненіе  (г)  приводится  къ  слѣдуюіцему: 


«'‘222//2+2«  2з2/'+«  зз=°; 


(*) 


•это  уравненіе  распадается  на  два  уравненія  первой  степени: 

У'  —  Уіъу'^У* 

гдѣ  у1  и  ?;2  суть  корни  уравненія  (у).  Уравненіе  (я)  представляетъ,  поэтому 
пару  параллельныхъ  прямыхъ;  эти  прямыя  совпадаютъ  при  ух=.у2.  Если 
и  у2  мнимы,  то  не  существуетъ  мѣста  точекъ,  координаты  которыхъ 
удовлетворяютъ  уравненію  (.У). 

Итакъ,  преобразованіе  уравненія  кривыхъ  2-го  порядка  безъ  центра 
приводитъ  къ  уравненію  параболы  или  къ  уравненію  пары  параллельныхъ 
прямыхъ. 

Бъ  послѣднемъ  случаѣ  формз'лы  (46^  даютъ  для  $  и  т\  неопредѣленныя 
выраженія. 

§  75.  Коническія  сѣченія.  Кривыя  2-го  порядка  можно  получпть  черезъ 
сѣченіе  плоскостями  прямого  круглаго  конуса  съ  двумя  полостями.  Плос¬ 
кости,  не  параллельныя  ни  одной  образующей,  даютъ  въ  сѣченіи  или 
оллипсъ,  или  кругъ,  или  точку.  Плоскости,  параллельныя  одной  образующей, 
даютъ  въ  сѣченіи  или  параболу ,  или  прямую.  Плоскости,  параллельныя  двумъ 
образующимъ,  даютъ  въ  сѣченіи  или  гиперболу,  или  пару  пересѣкающихся 
прямыхъ . 

Поэтому  кривыя  2-го  порядка  называются  коническими  сѣченіями. 

Упражненія.  1.  Показать ,  что  уравненіе  ху~т*  есть  уравненіе  гипер¬ 
болы. 

Преобразовать  ото  уравненіе ,  принявъ  за  оси  координатъ  равнодѣлящія 
угловъ  между  осями  х  и  у. 

О  те.  х'*—у'*=-2т2. 

Примѣчаніе.  Гипербола  ху  =  т*  имѣетъ  равныя  полуоси  и  называется 
равностороннею  (§  (>4).  Оси  х  и  у  суть  ея  асимптоты. 

2.  Преобразовать  уравненіе  (34)  эллипса  и  уравненіе  (37)  гиперболы,  взявъ 
за  начало  координатъ  для  эллипса  лѣвую,  а  для  гиперболы  правую  вершину  и 
сох2)аниво  направленіе  осей  координатъ. 

О  те.  у*--  2рх — ух*, 

Ь-  Ь* 

У 2  =  +  9*2>  гО»  р  =  —,іі=—.  * ) 


*)  О  названіяхъ  кривыхъ  2-го  порядка  въ  связи  съ  этими  уравненіями 
см.  курсъ  нроф.  Б.  К.  Млодзѣевскаго:  Основы  аналитической  геометріи  на 
плоскости.  (Москва,  1908).  Стр.  23(3. 


$  77.  Поверхности  второго  порядка. 
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ГЛАВА  УШ. 

Краткія  свѣдѣнія  о  поверхностяхъ  второго  порядка. 

§  70.  Порядокъ  поверхности.  Изученіе  поверхностей  въ  аналитической 
геометріи  приводится  къ  изученію  уравненій  вида: 

Г(х>  У ,  *)  =  <>(§  23). 

Если  /  есть  алгебраическая  функція,  то  и  поверхность,  изображаемая 
этимь  уравненіемъ,  называется  алгебраической.  Если  /‘(а*,  у,  *)  есть  цѣлый 
раціональный  многочленъ  степени  то  поверхность,  опредѣляемая  уравне¬ 
ніемъ  /{х,  Цу  г)=0,  называется  поверхностью  п-аго  порядка.  Классификація 
алгебраическихъ  поверхностей  но  порядкамъ  основана  на  тома.,  что  степень 
уравненія,  первая  часть  котораго  есть  цѣлый  раціональный  многочленъ,  не 
измѣняется  при  переходѣ  отъ  одной  системы  декартовыхъ  координатъ  къ 
другой  *)  (ср.  §  71). 

Плоскость  есть  поверхность  перваго  порядка  (§  36). 

§  77.  Поверхность  второго  порядка.  Общее  уравненіе  поверхностей  2-го 
порядка  таково: 

Л  1-г2  +  Л>іу~  +  Л3.Г2  +  Н\у2  +  В±лХ  +  В$ху  +  С\Х  +  С2ц  +  +  П  =  О* 

Посредствомъ  преобразованія  координатъ  это  уравненіе  можеть  быть 
приведено  къ  одпому  изъ  слѣдующихъ  видовъ: 


АрхР  +  Л2у*  +  Л*г*  +  Л  =  0 . (а> 

Л^  +  Л^+СЪ^О . (?) 


Если  (Ху  Уу  есть  точка,  лежащая  на  поверхности  (а),  то  на  пей  лежитъ, 
также  и  точка  ( — х ,— ?/, — с).  Хорда,  соединяющая  эти  двѣ  точки,  дѣлится 
пополамъ  въ  началѣ  координатъ  (§  11). 

Начало  координатъ  является  срединой  всѣхъ  хордъ  поверхности,  черезъ 
нее  проходящихъ,  и  называется  центромъ  поверхности;  поверхности,  имѣю¬ 
щія  центръ,  называются  центральными. 

Поэтому  уравненіе  (а)  есть  уравненіе  центральныхъ  поверхностен. 

Уравненіе  (р)  есть  уравненіе  поверхностей  безъ  центра  (ср.  §§  73  и  74). 
§  78.  Различные  случаи  уравненія  (э).  1)  Уравненіе  (я)  при  коэффиціен¬ 
тахъ,  отличныхъ  отъ  нуля,  приводится  къ  одпому  изъ  слѣдующихъ: 


,  У*  ,  :2_  .. 

- 

X»  ,  У*  ,  .-2 

аі+Ж+о*  ’’  • 

«*  1  і/ і 

-2 

“с*®*  15 

X*  уі 

а*  +  ’ 

д*2  уЪ  “2 

■■Р+'Р  +  'Р=  ? 

•(*> 

**  .У* 

а*  г> і 

-•2 

~^~=1  1  ’ 

1 

+ 

“і'і 

II 

1 

і.  . 

+  62  +  с* 

•  (•> 

*)  Подробности  см.  въ  курсахъ  аналитической  геометріи  въ  простран¬ 
ствѣ. 
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Глава  VIII.  Краткія  свѣдѣнія  о  поверхн.  второго  порядка. 


Уравненіе  ((і)  получается  въ  томъ  случаѣ,  когда  всѣ  коэффиціенты  урав¬ 
ненія  (а)  одного  знака.  Легко  видѣть,  что  уравненіе  (^)  не  удовлетворяется 
никакими  вещественными  значеніями  координатъ  ху  у ,  г.  Поэтому  пѣтъ  по¬ 
верхности,  опредѣляемой  этимъ  згравненіемъ  *). 

Уравненіе  (7)  получается  изъ  уравненія  (я),  когда  коэффиціенты  Л*,  Л2 
и  Лз  одного  зпака,  а  коэффиціентъ  I)— противоположнаго. 

Поверхность  (7)  называется  эллипсоидомъ. 

Уравненія  (с)  суть  уравненія  одного  типа  и  получаются  изъ  уравненія 
•(а)  въ  предположеніи,  что  два  изъ  коэффиціентовъ  Л  одного  знака,  а  третій 
коэффиціентъ  А  и  коэффиціентъ  1)  имѣютъ  знакъ,  противоположный  знаку 
нары  коэффиціентовъ  Л.  Поверхности  (о)  называются  гиперболоидами  съ 
одной  полостью  или  однополостными  гиперболоидами. 

Уравненія  (:)  также  одного  тина  и  получаются  изъ  уравненія  (я)  въ  пред¬ 
положеніи,  что  два  изъ  коэффиціентовъ  А  и  коэффиціентъ  II  одного  знака, 
л  третій  коэффиціентъ  Л  противоположнаго  знака. 

Поверхности  (з)  называются  гиперболоидами  съ  двумя  полостями  пли  дву¬ 
полостными  гиперболоидам  и. 

Свѣдѣнія  объ  этихъ  поверхностяхъ  приведены  ниже  (§§  78 — 87). 

2)  При  2/  =  0  и  Л  отличныхъ  отъ  нуля  уравненіе  (я)  приводится  къ 
•одному  изъ  слѣдующихъ: 


Я*  ,  //2  _ 

а*  :  6*  с* 


Я*  ,  7/2  .  Г2 

+  і  =  0 

.  х-  7/2  ^2 

°’  Г»  Р  :  Р  ’  ” 


и*  1  6* +  с» 


(О 

(іг)  ) 


Уравненіе  (С)  удовлетворяется  только  одной  тройкой  вещественныхъ 
чпеолъ:  X  —  0,  у  =  0,  .г  0.  Поверхность,  изображаемая  этимъ  уравненіемъ, 
обращается  въ  точку  (начало  координатъ). 

Уравненія  (т,)  одного  типа  и  опредѣляютъ  собою  конусы  2-го  порядка 
<§  91). 

3)  При  Л з  =  0  и  остальныхъ  коэффиціентахъ,  отлнчпыхъ  отъ  нуля, 
равненіе  (я)  приводится  кь  одному  изъ  слѣдующихъ  уравненій: 


ж2 

«2 


а_2 

«2 


+  -р+1==0 


//“ 

8* 


—  1  =  0 


(0) 


•  .  (0 


Уравненіе  (0)  не  удовлетворяется  никакими  вещественными  значеніями 
X  и  у.  Поверхности,  ему  соотвѣтствующей,  нѣтъ  **). 

Поверхности  (і)  суть  цилиндры  2-го  порядка  (§  93). 

Аналогичныя  уравненіямъ  (і>)  и  (і)  получаются  изъ  (я)  уравненія  въ  пред¬ 
положеніи,  что  одинъ  изъ  коэффиціентовъ  Л|  и  Л2  равенъ  нулю. 

4)  Если  Л2  =  Лз  =  0,  и  .І!  и  1)  отличны  отъ  нуля,  то  уравненіе  (я)  при¬ 
водится  къ  одному  изъ  уравненій: 

ЯР*  +  «2  =  0,  а-2  —  «2  =  0. 

Иторое  изъ  этихъ  уравненій  распадается  на  два  уравненія  1-й  степени 
а*  +  а  —  О  и  х  —  —  а. 


*)  Иначе:  поверхность  (8)  мнимая. 

**)  Иначе:  поверхность  (0)  мнимая. 


§  79.  Эллипсоидъ. 
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Каждое  изъ  нихъ  представляетъ  уравненіе  плоскости,  параллельной 
плоскости  ух  (§  38).  Поэтому  уравненіе  а2 —  «2  =  0  изображаетъ  пару  парал¬ 
лельныхъ  плоскостей. 

Уравненіе  а*2  +  а2  =  0  не  удовлетворяется  никакими  вещественными 
значеніями  х,  и  поверхности,  ему  соотвѣтствующей,  нѣтъ  *). 

Комбинаціи  А\  =■  Л2  =  0  и  =  А$  =  0  приводятъ  къ  аналогичнымъ 
уравненіямъ  и  заключеніямъ. 

§  79.  ЭЛЛИПСОИДЪ.  Эллипсопдъ  опредѣляется  уравненіемъ: 


Такъ  какъ 


я?2  ?/2  с2  __ 

"іо2  '  ІУ2  '  с2 


1 


«2~  Ь2  С»’ 


(52) 


то  наибольшее  значеніе  —  есть  1,  т.-е.  для  всѣхъ  точекъ  эллипсоида 
а?2 

—  ^  1  или  |  х  |  ^  а. 


Подобнымъ  же  образомъ  найдемъ,  что  |  у  |  и  I  ~  |  ^ с . 


Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  эл¬ 
липсоидъ  есть  поверхность,  ле¬ 
жащая  всѣми  точками  внутри 
прямоугольнаго  параллелепипеда, 
гранями  котораго  служатъ  плос¬ 
кости 

х  —  ±а,  у  =  иЪ}  ~=  +  С. 

а,  Ь  и  с  называются  полуосями 
эллипсоида. 

Чтобы  составить  себѣ  понятіе 
о  формѣ  эллипсоида,  разсмотримъ 
сѣченія  его  плоскостями  коорди¬ 
натъ  и  плоскостями,  имъ  парал¬ 
лельными. 

Сѣченія  эллипсоида  плоско¬ 
стями  ху  (~  =  0),  хх  {у  —  0)  и  у: 
(х=0)  суть  соотвѣтственно  эллип¬ 
сы  (черт.  40): 


о2'  62 


Плоскость  .*=//,  параллельная  плоскости  ху,  пересѣкаетъ  эллипсоидъ 
(52)  по  эллипсу,  уравненіе  котораго  получается  при  подстановкѣ  I/  вмѣсто  ^ 
въ  уравненіе  (52): 

х2  ,  У2 _ с 2 — //2  х 2  у2 

^  (>»  с2”  или  аЧс*  —  й  г  ЬЦс*  —  А2)  ~  1- 

Сі  с* 


*)  Иначе:  уравненіе  а2-|-а2=0  представляетъ  пару  мнимыхъ  плоско¬ 
стей. 
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Полуоси  этого  эллипса  суть  —  ^/са — /і2  и  — -  ^/с2 — /г*.  При  |  //  |  <  с  эти 


выраженія  вещественны,  т.-е.  плоскости  ^=//,  гдѣ  |  7>.  |  <  с,  пересѣкаютъ 
эллипсоидъ  по  эллипсамъ;  при  |  //  |  =  с  полуоси  равны  нулю,  т.-е.  эллипсъ 
обращается  въ  точку;  плоскости  г~±с  суть  касательныя  плоскости.  При 
|  А  |  >  С  полуоси  мнимы,  т.-е.  плоскости  г  ==  //,  гдѣ  |  //  |  >  С,  не  пересѣ¬ 
каютъ  эллипсоида. 

Аналогичныя  заключенія  получаются  при  разсмотрѣніи  сѣченій  эллип¬ 
соида  плоскостями,  параллельными  другимъ  плоскостямъ  координатъ. 

Сѣченія  эллипсоида  (52)  плоскостями  координатъ  называются  главными 
сѣченіями ,  а  вершины  эллипсовъ,  представляющихъ  главныя  сѣченія,  — 
вершинами  эллипсоида. 

§  80.  ЭЛЛИПСОИДЪ  вращенія.  Если  двѣ  полуоси  эллипсоида  равны,  то 
эллипсоидъ  называется  эллипсоидомъ  вращенія. 

Полагая  въ  уравненіи  (52)  «=6>с,  получимъ  уравненіе 


.72  //2  ~2 

- !_  Л- А.  —=  1 

аа  ‘  а*  г  с*2 


(53) 


Это  уравненіе  опредѣляетъ  сжатый  эллипсоидъ  вращенія,  который  по 
лучается  вращеніемъ  эллипса 


около  малой  оси.  Сѣченіе  его  плоскостью  ху  и  плоскостями,  ей  параллель¬ 
ными,  суть  круги.  # 

Полагая  въ  уравненіи  (52)  а  >  Ь  и  Ъ  =  су  находимъ  уравненіе: 


х2  у2  г*  _ 

а2'+"1^'і""Ь2“ 


(54) 


Это  уравненіе  опредѣляетъ  эллипсоидъ,  который  получается  вращеніемъ 
эллипса 


х 2  -2 


1 


около  большой  осп.  Онъ  называется  вытянутым ъ  эллипсоидомъ  вращенія. 
Его  сѣченія  плоскостью  уг  и  плоскостями,  ей  параллельными,  суть  круги. 

§  81.  Сфера  ИЛИ  шаръ.  Если  въ  уравненіи  (52)  положить  а  —  1>~су  то 
получимъ  уравненіе 

Х*  +  у*  +  **  =  а2 . (55) 

Это  —  уравненіе  сферы  или  шара  съ  центромъ  въ  началѣ  координатъ  и 
радіусомъ  и.  Дѣйствительно,  первая  часть  этого  уравненія  есть  квадратъ 
разстоянія  точки  ( х ,  у/,  г)  отъ  начала  координатъ  (§  10),  а  самое  уравненіе 
указываетъ,  что  всѣ  точки  поверхности,  изображаемой  имъ,  находятся  на 
разстояніи  а  отъ  начала  координатъ.  Слѣд.,  поверхность  (55)  есть  геометри¬ 
ческое  мѣсто  точекъ  пространства,  равно  удаленных!,  отъ  начала  коорди¬ 
натъ,  т.-е  шаръ  съ  центромъ  въ  началѣ  координатъ. 

Можно  также  разсматривать  уравненіе  (55),  какъ  уравненіе  поверхности, 
происшедшей  отъ  вращенія  круга  радіуса  а  около  діаметра  (§  79). 

§  82.  Круговыя  сѣченія  эллипсоида.  Эллипсоидъ  (52)  пересѣкается 
плоскостями,  вообще,  по  эллипсамъ.  Но  существуютъ  и  такія  плоскости, 
которыя  пересѣкаютъ  его  по  кругамъ.  Покажемъ  это. 
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Полагая  въ  уравненіи  (52)  а  >  Ь  >  с,  преобразуемъ  это  уравненіе  слѣ¬ 
дующимъ  образомъ: 


х3  #2 _  ж2  ^ _  #2  ?/2 

+  — Р~  1  —  ~р  р  р; 

Р  — с а*  —  62  Ч  Ь«  _  (а*  4-  ?/4  +  -2) 
6*с*  ~  а*Ь*  *  б» 


(52') 


Такъ  какъ  по  предположенію  Ь3 — с3  >  0  и  «2 — 6- >  0,  то  первую  часть 
этого  уравненія  можно  разложить  на  множители: 

]/ 1/*  —  с2  I /г/2  —  6 2  і/  /;2  —  6*2  1/Ѵ2  ~  62 

Ьо  '  1  "ой  *  И  ТйГ~г  Ш  *• 


Уравненіе  (52'),  а  слѣд.,  и  уравненіе  (52),  удовлетворяется  значеніями 
ху  у ,  г,  удовлетворяющими  одной  изъ  слѣдующихъ  двухъ  системъ  урав¬ 
неній: 


у/Ь 2  —  6*2  |/«2  —  №  | 

а і ,  ) 


1^~г  + 


(а) 


а-*  +  у*  +  г*  =  6« 

V'5*  —  с2  у/а3  —  Ь 2  | 


&с  а& 

а.2  4-  ^2  4-  .  2  =  &2 


і 


Первыя  уравненія  этихъ  системъ  представляютъ  плоскости,  проходящія 
черезъ  ось  у  (§  38),  а  второе  уравненіе  той  и  другой  системы  есть  уравне¬ 
ніе  шара  съ  центромъ  въ  началѣ  координатъ  и  радіусомъ  Ь  (§  80).  По¬ 
этому  система  (а)  и  система  (р)  опредѣляютъ  сѣченія  шара  плоскостями, 
т.-е.  круги. 

Но  эти  круги  лежатъ  и  на  эллипсоидѣ  (52). 

Итакъ,  плоскости,  опредѣляемыя  первыми  уравненіями  системъ  (а)  и  ([}), 
пересѣкаютъ  эллипсоидъ  по  кругамъ. 

Не  трудно  видѣть,  что  эти  плоскости  образуютъ  съ  плоскостью  ху  углы 

<р  п  /у  опредѣляемые  уравненіями: 


с  у/  «2  —  6 2 
а  у/Ы  —  б* 


/<ііг/ 


с  у/а3  —  Ь 2 
а  у/Ь 2  —  с ;2* 


изъ  которыхъ  слѣдуетъ,  что  =  т.  —  <р',  т.-е.  что  разсматриваемыя  плоскости 
симметрично  расположены  относительно  плоскости  уг. 

Замѣтимъ,  что  плоскости,  параллельныя  указаннымъ  плоскостямъ,  пере¬ 
сѣкаютъ  эллипсоидъ  также  по  кругамъ.  Такимъ  образомъ  на  эллипсоидѣ 
имѣются  двѣ  системы  круговыхъ  сѣченій. 

§  83.  Однополостный  гиперболоидъ.  Гиперболоидъ  съ  одной  полостью 
опредѣляется  уравненіемъ: 


*  . 

а*  5*  б*з 


(5(і> 


а,  Ьу  с  называются  полуосями  гиперболоида. 

Разсмотримъ  сѣченія  гиперболоида  плоскостями  координатъ  <т.  н.  глав¬ 
ныя  сѣченія)  и  плоскостями,  имъ  параллельными. 


Дифф.  и  интегр.  исчисленія 


7 
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Плоскость  ху  (^=0)  даетъ  въ  сѣченіи  эллипсъ 

_*2  4-  1 

[)%  * 


Плоскость  2  —  Ъ,  параллельная  плоскости  ху,  пересѣкаетъ  гиперболоид!» 
по  эллипсу 


х2,  .V2  _ ,  , 


полуоси  котораго  суть  ~  |/б‘2  ~|_  //2  и  “•  |/б2  4“  Л4* 


Плоскость  а?.г  (//  -  0)  даетъ  въ  сѣченіи  съ  гиперболоидомъ  гиперболу 


ж2  ^2  _ 

«2  С2  ~~  ’ 


дѣйствительная  ось  которой  совпадаетъ  съ  осью  х,  а  мнимая  —  съ  осью  г; 
полуоси  гиперболы  суть  а  и  с. 

Плоскость  у/  =  7/,  параллельная  плоскости  х.:,  пересѣкаетъ  гиперболоидъ 
по  гиперболѣ 

Ж2 _ _  ],2 

д2  с'2  62’ 

(і'2  (•% 

квадраты  полуосей  которой  суть  (7>2 —  и  (б2  -//2). 


Если  /<2 <Ь2,  т.-е.  |  //.  |  <  6,  то  дѣйствительная  ось  этой  гиперболы  па¬ 
раллельна  оси  ху  а  мнимая — оси  с.  Если  же  /і2  >  &2,  т.-е.  |  //  |  >  6,  то  дѣй¬ 


ствительная  ось  гиперболы  нараллельпа 
оси  г,  а  мнимая — оси  х.  При  //2=62  пре¬ 
дыдущее  уравненіе  обращается  въ  уравненіе 


распадающееся  на  два  линейныхъ: 


0 


и 


х  г 

а  с 


0. 


Каждое  изъ  этихъ  уравненій  представля¬ 
етъ  плоскость,  проходящую  черезъ  ось  у 
(§  38).  Каждая  изъ  нихъ  вмѣстѣ  съ  плоскостью 
у  =  /і}  гдѣ  !і—±Ъу  даетъ  прямую.  Отсюда  за¬ 
ключаемъ,  что  плоскость  у—Ъ  въ  пересѣченіи 
съ  гиперболоидомъ  даетъ  пару  прямыхъ,  пе¬ 
ресѣкающихся  въ  точкѣ  (0,  Ь9  .0).  Точно  также 
сѣченія  гиперболоида  плоскостью  у  =  —  Ь 
представляютъ  пару  прямыхъ,  пересѣкающих¬ 
ся  въ  точкѣ  (0,  — Ь,  0). 

Сѣчепія  гиперболоида  (56)  плоскостью  уг 
(ж  =  0)  и  плоскостями,  ей  параллельными, 
суть  также  гиперболы,  за  исключеніемъ  сѣ- 


§§  83,  84,  85,  86.  Однополостный  гиперболоидъ.  99 


ченій  плоскостями  х  =  -±.  а,  когда  вмѣсто  гиперболъ  получаемъ  пары  пе¬ 
ресѣкающихся  прямыхъ. 

Зная  видъ  сѣченій  гиперболоида  плоскостями  координатъ  и  плоско¬ 
стями,  имъ  параллельными,  можно  составить  представленіе  о  формѣ  самой 
поверхности  (черт.  41). 

§  84.  Однополостный  гиперболоидъ  вращенія,  Если  въ  уравненіи  (56) 
положить  а  =  Ь ,  то  получимъ  уравненіе 


а?2  у2 _  -2 

а  2  '  а:1  б 


(57) 


Это  уравненіе  представляетъ  однополостный  гиперболоидъ,  получаемый 
вращеніемъ  гиперболы 


І12 

«2 


около  ея  мнимой  оси.  Сѣченія  его  плоскостями,  параллельными  плоскости 
ху ,  суть  круги. 

§  85.  Круговыя  сѣченія  однополостнаго  гиперболоида.  Существованіе 
на  гиперболоидѣ  (56)  круговыхъ  сѣченій  можно  обнаружить  способомъ, 
указаннымъ  въ  §  81. 

Если  а  >  Ь,  то  одна  пара  круговыхъ  сѣченій  гиперболоида  (56)  опре¬ 
дѣляется  пересѣченіемъ  шара 


X  2  +  у/2  -2  =  а  'І 


съ  плоскостями 


]/«2- 


аЬ 


62  і/а*+-с* 

—  - х*  =  0  •). 


§  86.  Прямолинейныя  образующія  однополостнаго  гиперболоида.  Урав¬ 
неніе  (56)  можно  замѣнить  уравненіемъ 


#2 

;2' 


С2  ,  У/2 

— 2  =  1 - ИЛИ 

а*  с*  62 


Этому  послѣднему  можно  удовлетворить,  положивъ  или 

з+4  -!.••• 


X  X 

а  с 


■+!)■■  -(-:+4)— і 


•  (68) 

(59) 


гдѣ  рис  суть  произвольныя  числа. 

Каждое  изъ  уравненій  (58)  опредѣляетъ  плоскость  (§  36),  а  ихъ  сово¬ 
купность — прямую  (§  43).  Точно  также  уравненія  (59)  опредѣляютъ  прямую. 
Такъ  какъ  значенія  х ,  у  и  г,  удовлетворяющія  уравненіямъ  (58)  или  урав¬ 
неніямъ  (59),  удовлетворяютъ  п  уравненію  (56),  то  прямыя  (58)  и  (59)  ле¬ 
жатъ  на  гиперболоидѣ. 


*)  Доказательство  этого  предложенія  можетъ  служить  полезнымъ  упраж¬ 
неніемъ. 
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Уравненія  (58)  содержатъ  перемѣнный  параметръ  р,  а  уравненія  (59) — 
параметръ  с.  Измѣняя  ихъ,  мы  получимъ  двѣ  системы  прямыхъ,  лежащихъ 
па  гиперболоидѣ.  Эти  прямыя  называются  прямолинейными  образующими 
гиперболоида.  Укажемъ  два  свойства  прямолинейныхъ  образующихъ. 

Первое  свойство  таково:  двѣ  образующія  одной  системы  не  пересѣкаются, 
или  черезъ  каждую  точку  гиперболоида  проходитъ  только  одна  образующая 
каждой  системы. 

Это  слѣдуетъ  изъ  того,  что  уравненія  (58)  опредѣляютъ  единственное 
значеніе  для  р,  а  уравненія  (59)— единственное  зпаченіе  для  с,  если  въ  этихъ 
уравненіяхъ  считать  данными  х ,  у ,  г. 

Второе  свойство  состоитъ  въ  слѣдующемъ:  каждая  образующая  первой 
системы  пересѣкается  съ  каждой  образующей  второй  системы. 

Для  того,  чтобы  обнаружить  это  свойство,  нужно  доказать  совмѣстность 
четырехъ  уравненій  (58)  и  (59)  съ  тремя  неизвѣстными  х ,  у ,  г  (§  48).  Для 
этого  покажемъ,  что  послѣднее  изъ  указанныхъ  четырехъ  уравненій  есть 
слѣдствіе  первыхъ  трехъ. 

Умноживъ  первое  изъ  уравненій  (58)  на  с,  получимъ: 


отсюда  по  первому  изъ  уравненій  (59)  и  второму  изъ  уравненій  (58)  нахо¬ 
димъ: 


Желаемое  такимъ  образомъ  доказано. 

Однополостный  гиперболоидъ  можно  получить  движеніемъ  прямой. 

Дѣйствительно,  прямолинейныя  образующія  одной  системы  можно  раз¬ 
сматривать,  какъ  различныя  положенія  движущейся  прямой,  при  чемъ  ея 
движеніе  направляется  другой  системой  образующихъ. 

Поверхности,  образуемыя  движеніемъ  прямой,  называются  линейчатыми. 
Одпополостный  гиперболоидъ  есть  поверхность  линейчатая. 

§  87.  Двуполостный  гиперболоидъ.  Двуполостный  гиперболоидъ  опре¬ 
дѣляется  уравненіемъ: 


а- 


+  &+ 

^  ь*  ■ 


(60) 


Разсмотримъ  сѣченія  этой  поверхности  плоскостями  координатъ  и  пло¬ 
скостями,  имъ  параллельными. 

Плоскость  гу  (X  =  0)  не  пересѣкаетъ  поверхности,  такъ  какъ  при  х  =  0 
изъ  уравненія  (60)  получимъ  уравненіе 


УІ 

б» 


+ 


которому  пе  удовлетворяють  никакія  вещественныя  значенія  х  и  у. 

Плоскость  х  =  Іі>  параллельная  плоскости  гуу  пересѣкаетъ  гиперболоидъ 
(60)  только  при  условіи,  что  |  к  |  >  а.  Дѣйствительно,  полагая  х  =  6,  изъ 
уравненія  (60)  получимъ: 


##  87,  88.  Двуполосшпый  гиперболоидъ. 
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Это  уравненіе  не  удо¬ 
влетворяется  никакими  ве¬ 
щественными  значеніями  у 
и  2,  если  //2<а2,  и  пред¬ 
ставляетъ  эллипсъ  съ  по¬ 
луосями 


~а  V* 


а*  п  -  |//|3 — а2 


Черт.  42. 


при  /г2  >  а2.  При  Іі  =  +  а 
изъ  уравненія  (СО)  нахо¬ 
димъ 

у 2  ~2 

р + ^ = 0; 

это  уравненіе  удовлетво¬ 
ряется  только  при  у  =  0  и 
2=0. 

Изъ  сказаннаго  слѣ¬ 
дуетъ,  что  гиперболоидъ 

(СО)  есть  поверхность,  не  имѣющая  точекъ  между  плоскостями  х  —  +  а. 
Эти  двѣ  плоскости  являются  касательными  къ  гиперболоиду  (СО)  въ  точкахъ 
(-+-  а,  0,0),  называемыхъ  вершинами  гиперболоида. 

Плоскости,  параллельныя  плоскости  уг  и  отстоящія  отъ  нея  больше, 
чѣмъ  на  а,  пересѣкаютъ  гиперболоидъ  по  эллипсамъ,  размѣры  которыхъ 
увеличиваются  съ  удаленіемъ  сѣкущей  плоскости  отъ  плоскости  у~. 
Гиперболоидъ  (СО)  состоитъ  изъ  двухъ  отдѣльныхъ  полостей. 

Сѣченіе  гиперболоида  (60)  плоскостью  Х2  (у  =  0)  есть  гипербола 

2*  х 2 _ 

72~а2“  ~  9 


а  сѣченіе  его  плоскостью  у  =  А,  параллельно  плоскости  Х2,  представляетъ 
гиперболу 


Дѣйствительныя  оси  этихъ  гиперболъ  направлены  по  оси  х,  а  мнимыя— 
по  оси  2. 

Плоскость  ху  (2  =  0)  и  плоскости,  ей  параллельныя,  пересѣкаютъ  ги¬ 
перболоидъ  (СО)  по  гиперболамъ,  дѣйствительныя  оси  которыхъ  направлепь» 
по  оси  х}  а  мнимыя — но  оси  у. 

Зная  сѣченія  гиперболоида  (60)  плоскостями  координатъ  и  плоскостями, 
имъ  параллельными,  можно  составить  понятіе  о  формѣ  поверхности 
(черт.  42). 

§  88.  Двуполостный  ГИПврбоЛОИДЪ  вращенія.  Полагая  въ  уравненіи  (60) 
с  =  Ъу  получимъ: 

*  а*2  ,  У*  ,  2* 
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Это  уравненіе  опредѣляетъ  двуполостный  гиперболоидъ,  получаемый 
вращеніемъ  гиперболы 

.7*2  ~2 


около  дѣйствительной  оси  ея.  Онъ  называется  двуполостнымъ  гиперболои¬ 
домъ  вращенія . 

Сѣченія  его  плоскостями  х  =  //,  гдѣ  |  //  |  >  а,  суть  круги. 


§  89.  Эллиптическій  параболоидъ.  Поверхность,  опредѣляемая  уравне¬ 
ніемъ 


.т 2  .  у  2 _ _ 

2р  2 у  “ 


(бі) 


въ  которомъ  р  >  0,  #  >  0,  называется  эллиптическимъ  параболоидомъ.  Это — 
поверхность  безъ  центра. 

Сѣченіе  эллиптическаго  параболоида  плоскостью  Л  у  (г=0)  есть  точка 
(О,  0,  0);  сѣченія  его  плоскостью  ~  =  //,  гдѣ  А  ]>  0,  есть  эллипсъ 


.Г2  (  у 2 

2  р  Г  2(7 


полуоси  котораго  суть  \/2 р/і  и  у/ 2 ([к. 

Плоскости  ,г=А,  гдѣ  А<0,  не  пересѣкаютъ  поверхности. 


Эллиптическій  параболоидъ 
(61)  представляетъ,  слѣд.,  поверх¬ 
ность,  которая  проходитъ  черезъ 
начало  координатъ  и  расположе¬ 
на  въ  области  положительныхъ 
г;  плоскость  ху  служитъ  для  него 
касательной  плоскостью  въ  нача¬ 
лѣ  координатъ;  начало  коорди¬ 
натъ  называется  вершиною  пара¬ 
болоида  (61). 

Плоскость  Хы  ( у  =  0)  пересѣ¬ 
каетъ  .  параболоидъ  ібі)  но  пара¬ 
болѣ,  опредѣляемой  уравненіемъ 

&  =  2  ргу 

ось  этой  параболы  совпадаетъ  съ 
осью  г. 

Плоскость  у  =  А,  параллель¬ 
ная  плоскости  хгу  пересѣкаетъ 
параболоидъ  (61)  по  параболѣ 


ось  которой  направлена  по  оси  ху  а  вершиною  служитъ  точка!  0,  А, 


;'аѴ 
'чі 

Параметры  параболъ,  получаемыхъ  въ  сѣченіи  параболоида  (61)  плоскостью 
.ТГ  и  плоскостями,  ей  параллельными,  одинаковы  и  равны  р. 

Аналогичные  результаты  получаются  при  разсмотрѣніи  сѣченій  плоско¬ 
стями,  параллельными  плоскости  у~  (х  —  А)  (черт.  43). 


89 ,  90 ,  91.  Параболоиды . 


§  90.  Параболоидъ  вращенія.  Полагая  въ  уравненіи  (61)  ^  =  <у,  полу¬ 
чаемъ  уравненіе 


#2  ?у2 

2р'2р  '  * . 

опредѣляющее  параболоидъ,  образуемый  вращеніемъ  параболы 


(62) 


х2  =  2^г 

около  ея  оси.  Плоскостями,  параллельными  плоскости  ху>  параболоидъ  (62) 
пересѣкается  по  кругамъ. 


§  91.  Гиперболическій  параболоидъ.  Поверхность,  опредѣляемая  урав 
неніемъ 

а?2  ?/2 

2р  2([  т  . 

въ  которомъ  р  >  0  и  >  0,  называется  гиперболическимъ  параболоидомъ. 
Сѣченія  параболоида  (63)  плоскостью  ху  (г=0)  есть  пара  прямыхъ 


(63) 


у'2р  у/ 2([ 


Х  =  о, 


У  


у/2р  у/2Я 


0. 


Сѣченіе  его  плоскостью  г  =  //,  параллельною  плоскости  ху,  есть  ги¬ 
пербола  ,г 

•»*2  1/ 2  а- і  к  •  Ѵ*^  <.  Д  ■  1  - 


_ г_ 

2  ^//  2  </// 


=  1. 


>-  ОіѴѵиии,  0б*< 


которой  дѣйствительная  ось  направлена  по  оси  х ,  а  мнимая — по  оси  у  въ 
случаѣ  к  >  0  и  наоборотъ  въ  случаѣ  к  <  0. 

Плоскость  хг  (у=  0)  пересѣкаетъ  параболоидъ  (63)  но  параболѣ 

а»  =  2рг, 


ось  которой  совпадаетъ  съ  осью  г. 

Плоскость  у  =  к,  параллельная  плоскости  .гг,  пересѣкаетъ  параболоидъ 
(63^  по  параболѣ 


.т2  =  2  р 
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направленіе  оси  этой  параболы  совпадаетъ  съ  положительнымъ  направле- 

[  7,2\ 

піемъ  оси  а  вершина  ея  лежитъ  въ  точкѣ  ^0,  //,  — од)  * 

Сѣченія  параболоида  (63)  плоскостью  уг  (#=0)  и  плоскостью  х  =  7>,  ей 
параллельною,  представляютъ  соотвѣтственно  параболы 


Направленіе  осей  этихъ  параболъ  совпадаетъ  съ  отрицательнымъ  на¬ 
правленіемъ  оси  г. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  параболоидъ  (63)  есть  поверхность  сѣдло¬ 
образная  (черт.  44). 

Прямолинейныя  образующія  параболоида  (63).  Уравненіе  (63)  можетъ 
быть  паписано  такъ: 

/  /  а?_  +  У_\  /  _ |М  _  . . 

\у/2  р  |/ 2г//  у/  2р  у/щ) 


ему  удовлетворяютъ  тѣ 

значенія 

У  7  *7 

которыя  удовлетворяютъ 

или 

системѣ 

У 

-  У  \  -  ~ 

(04) 

[ 

УЧ 

1  у  2 р 

Уч> 

или  системѣ 

X 

V  _ 

.  (65) 

У2р 

Уч 

\  у  2], 

уч '  . 

гдѣ  о  и  -  суть  произвольныя  вещественныя  числа. 

Каждая  изъ  системъ  (64)  и  (65)  опредѣляетъ  прямую  (§  43). 

Изъ  способа  получепія  уравненій  (64)  и  (65)  слѣдуетъ,  что  обѣ  эти  пря¬ 
мыя  лежатъ  на  параболоидѣ  (63).  Разсматривая  въ  уравненіяхъ  (64)  и  (65) 
^  и  какъ  перемѣнные  параметры,  мы  заключаемъ,  что  на  параболоидѣ  (63) 
лежатъ  двѣ  системы  прямыхъ.  Эти  прямыя  называются  прямолинейными 
образующими  гиперболическаго  параболоида. 

Не  трудпо  обнаружить  слѣдующія  свойства  прямолинейныхъ  образую¬ 
щихъ  параболоида  (63): 

1)  черезъ  каждую  точку  параболоида  проходитъ  одна  образующая  каждой 
системы ,  или  образующія  одной  системы  не  пересѣкаютъ  другъ  друга; 

2)  каждая  образующая  одной  системы  пересѣкаетъ  каждую  образующую 
другой  системы  (см.  §  85). 

Гиперболическій  параболоид!»  есть  поверхность  линейчатая  (§  85). 

§  92.  Конусъ  второго  порядка.  Поверхность,  образуемая  движеніемъ 
прямой,  проходящей  черезъ  данную  точку  и  скользящей  но  данной  кривой, 
называется  конической  поверхностью  пли  конусомъ. 

Движущаяся  прямая  называется  образующей  конуса,  кривая,  по  которой 
скользитъ  образующая, — направляющей}  а  точка,  черезъ  которую  проходить 
образующая, — вергииною. 

Если  направляющая  есть  одна  изъ  кривыхъ  2-го  порядка  (§  71),  то  ко¬ 
нусъ  называется  конусомъ  второго  порядка. 

Уравненіе 


■Г-  у* 

а  -  Ъ  - 


(66) 


§§  92 у  93.  Конусъ  2-го  порядка. 
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есть  уравненіе  конуса  второго  порядка,  имѣющаго  вершину  въ  началѣ 
координатъ.  Дѣйствительно,  не  трудно  убѣдиться  въ  томъ,  что  если  точка 
(#1,  У\,  Г|)  лежитъ  на  конусѣ  (66),  то  на  ней  лежатъ  и  точки,  координаты 
которыхъ  суть  Аа?|,  /»7Уі,  гдѣ  к  есть  произвольное  число. 

Но  всѣ  эти  точки  лежатъ  на  прямой,  соединяющей  начало  координатъ 
съ  точкой  (а?|,  уи  %л)  и  опредѣляемой  уравненіями  (§  44): 


„  У 

Ух 


<*) 


Слѣдовательно,  эта  прямая  лежитъ  на  поверхности  (66). 

Сѣченіе  поверхности  (66)  плоскостью  2  =1і  {ІіфіО)  представляетъ 
эллипсъ 


;г2  у* _ //2 


(?) 


Если  брать  за  точку  (а^,  ?Уі,  ~і)  точки  этого  эллипса,  то  уравненіе  (а) 
дастъ  намъ  систему  прямыхъ,  соединяющихъ  начало  координатъ  съ  точками 
эллипса  (^)  и  лежащихъ  на  поверхности  (66).  Поэтому  поверхность  (66) 
можно  получить  движеніемъ  прямой,  проходящей  черезъ  начало  координатъ 
и  скользящей  по  эллипсу  (^). 

Слѣд.,  поверхность  (66)  есть  конусъ  второго  порядка. 

Пересѣкая  конусъ  второго  порядка  различными  плоскостями,  можпо 
получить  всѣ  кривыя  второго  порядка  (§  75). 

Если  въ  уравненіи  (66)  положить  а—Ъ7  то  получимъ  уравненіе 


а  '  ч- 

д‘2  +  а2  72 


О, 


(67) 


опредѣляющее  конусъ  в ращенія.  Ось  *  служитъ  осью  вращенія. 

§  93.  Асимптотическій  конусъ  гиперболоидовъ.  Разсмотримъ  конусъ  (66) 
въ  связи  съ  гиперболоидами 


&  ,  і?__і 

Ъ* 

?2  л.  *!_ 

Ъ*  с*2 


(56) 

(60') 


предполагая,  что  въ  уравненіяхъ  (56),  (60')  и  (66)  значенія  а.  Ь  и  с  одинаковы. 

Плоскость  //  =  0  въ  сѣченіи  съ  гиперболоидами  (56)  и  (60')  даетъ  гипер¬ 
болы,  опредѣляемыя  соотвѣтственно  уравненіями 


#2 

а- 

-2 

С2 


а* 


(*) 

Г?) 


а  въ  сѣченіи  съ  конусомъ  (66) — пару  прямыхъ,  опредѣляемыхъ  уравненіемъ 


х* 

а2 


-2 


распадающимся  на  два  уравненія  первой  степени: 


-  +  ~ 

п.  1  /» 


№ 
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Гиперболы  (я)  и  ((3)  суть  сопряженныя  гиперболы  (§  64),  а  прямыя  (7) 
ихъ  асимптоты  (§  66). 

Такую  же  связь  имѣютъ  между  собою  сѣченія  гиперболоидовъ  (66) 
и  (60')  и  конуса  (66)  плоскостью  х  =  0  и,  вообще,  плоскостями,  проходящими 
черезъ  ось  г. 

Поэтому  конусъ  (66)  можно  разсматривать,  какъ  геометрическое  мѣсто 
асимптотъ  тѣхъ  гиперболъ,  которыя  получаются  въ  сѣченіяхъ  Гиперболои¬ 
довъ  (56)  и  (60')  плоскостями,  проходящими  черезъ  ось  г.  Конусъ  (66)  назы¬ 
вается  асимптотическимъ  конусомъ  по  отношенію  къ  гиперболоидамъ  (56) 
и  (60').  Гиперболоидъ  (56)  лежитъ  внѣ  конуса  (66),  а  обѣ  полости  гипербо¬ 
лоида  (60') — внутри  полостей  этого  конуса. 

§  94.  Цилиндрическія  поверхности  2-ГО  порядка.  Цилиндрической  по¬ 
верхностью  или  цилиндромъ  называется  поверхность,  образуемая  прямой 
линіей,  скользящей  по  данной  кривой  параллельно  самой  себѣ. 

Движущаяся  прямая  называется  образующей,  а  кривая,  по  которой 
скользитъ  прямая,— направляющей»  Если  направляющая  есть  одна  изъ  кри¬ 
выхъ  2-го  порядка  (§  71),  то  цилиндръ  называется  цилиндромъ  2-го  порядка. 

Въ  зависимости  отъ  того,  какая  изъ  кривыхъ  второго  порядка  служитъ 
направляющей,  цилиндръ  второго  порядка  называется  круглымъ  (напра¬ 
вляющая — кругъ),  эллиптическимъ  (направляющая — эллипсъ ),  гиперболическимъ 
(направляющая — гипербола)  и  параболическимъ  (направляющая — па])абола). 

Уравненіе 

Г(Х,  у)  =  о, . (а) 

разсматриваемое ,  какъ  уравненіе  между  координатами  х ,  у ,  2  точки  въ  про¬ 
странствѣ,  есть  уравненіе  'цилиндра,  образующія  котораго  параллельны  оси  г. 

Дѣйствительно,  всѣ  точки  прямой,  параллельной  оси  г,  различаются 
значеніями  г  и  имѣютъ  одинаковыя  координаты  х  и  ;//.  Если  эти  послѣднія 
удовлетворяютъ  уравненію  (а),  то  прямая  лежитъ  на  поверхности  (а). 

Съ  другой  стороны,  уравненіе  (а),  разсматриваемое,  какъ  уравненіе 
между  координатами  х  и  у  точки  на  плоскости,  даетъ  кривую. 

Слѣд.,  уравненіе  (а)  есть  уравненіе  геометрическаго  мѣста  прямыхъ, 
параллельныхъ  оси  г  и  проходящихъ  черезъ  точки  кривой  (а),  лежащей  въ 
плоскости  ху ,  т.-е.  уравпепіе  цплппдрической  поверхности. 

Приведемъ  уравненія  цилиндровъ  2-го  порядка  съ  образующими,  па¬ 
раллельными  оси  г. 


(08). 

(69) 


+  Ь'1  —  «*  =  0 

X  2  ?/ 2 

а*  +  7уі~~1==° 


уравненіе  круглаго  цилиндра; 
уравненіе  эллиптическаго  цилиндра; 


х  2  и  2 

(70) ....^  -  —  —  1  —  0  уравненіе  гиперболическаго  цилиндра; 

(71) ... л/2  —  г  =  0  уравненіе  параболическаго  цилиндра. 

Первые  три  цилиндра  (круговой,  эллиптическій  и  гиперболическій)  суть 
поверхности  центральныя  (§  77),  но  съ  неопредѣленнымъ  центромъ.  Дѣйстви¬ 
тельно,  каждая  точка  прямой,  параллельной  образующей  цилиндра  и  про¬ 
ходящей  черезъ  центръ  кривой,  которая  служитъ  направляющей,  обладаетъ 
свойствомъ  центра  (§  77).  Эта  прямая  называется  осью  цилиндра.  Для  цилинд¬ 
ровъ  (68),  (139)  и  (70)  осью  служитъ  ось  г.  Возьмемъ  на  оси  г  произвольную 
точку  (0,  0,  г).  Если  на  кругломъ,  эллиптическомъ  или  гиперболическомъ 
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цилиндрѣ  лежитъ  точка  (.г,  у,  х  +  С),  то  на  немъ,  какъ  видно  изъ  уравненій 

(68) ,  (69)  и  (70),  лежитъ  и  точка  ( — х ,  —  уу  г — С).  Средина  хорды,  соеди¬ 
няющей  эти  точки,  есть  точка  (0,  0,  г)  (§  11).  Отсюда  слѣдуетъ,  что  каждую 
точку  оси  можно  принять  за  центръ  поверхности  и  назвать  цплиндры  (68), 

(69)  и  (70)  поверхностями  съ  неопредѣленнымъ  центромъ. 

Параболическій  цилиндръ  есть  поверхность  безъ  центра. 


Г  Л  Л  В  А  IX. 

Теорія  предѣловъ. 

§  95.  Понятіе  о  предѣлѣ.  Пусть  иеромѣішоо  х  измѣняется 
такъ,  что  послѣдовательныя  значенія  его  суть 

хѵ  Щ.  ..,  хп,.  . . 

Если  можно  найти  такое  натуральное  числом,  что  для  п^р 
абсолютное  значеніе  разности  хп — а  значеній  перемѣннаго  х  и 
нѣкотораго  постояннаго  числа  а  будетъ  меньше  произвольнаго, 
какъ  угодно  малаго,  положительнаго  числа  г,  то  постоянное 
число  а  называется  предѣломъ  перемѣннаго  х ,  измѣняющагося 
по  данному  закону. 

Предѣлъ  обозначается  символомъ  Иш,  поставленнымъ  передъ 
перемѣннымъ:  Ііш  х  =  а.  Символъ  Ііт  представляетъ  три  началь¬ 
ныя  буквы  латинскаго  слова  Нтез  или  французскаго  Іітііе ,  обо¬ 
значающихъ  предѣлъ. 

Опредѣленіе.  Предѣломъ  перемѣннаго  х  называется  постоянное 
число  а,  къ  которому  х  при  своемъ  измѣненіи  придлиоісается  такъ  у 
что ,  начиная  съ  извѣстнаго  момента  измѣненія ,  абсолютное  значеніе 
разности  х — а  дѣлается  меньше  произвольно- малаго  положительнаго 
числа  8. 

Въ  символахъ  это  опредѣленіе  выразится  такъ: 

Цтх=*а,  если  \х  —  а  |-<е. 

Для  поясненія  сказаннаго  разсмотримъ  примѣры. 

Примѣръ  1.  Показать ,  что  предѣлъ  перемѣннаго  ху  послѣдова¬ 
тельныя  значенія  котораго  выражаются  числами 

0,1;  0,11;  0,111;.  .  .. 

равенъ  1/9. 
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Замѣтивъ,  что 

•-о,ь 


1  11 

та^іо;  о- 0,11 


:  - - -  <■  _і_- 

9.100  ^  100” 


п  цпфръ 

•0,ТТ?Л  = 


Э.ІО»^  10»’ 


легко  видѣть,  что  разность  1/9 — х  можетъ  сдѣлаться  меньше 
произвольно  -  малаго  положительнаго  г  при  достаточно  боль¬ 
шомъ  числѣ  десятичныхъ  знаковъ,  взятыхъ  въ  періодической 
дроби  0,11...  Слѣд.,  предѣлъ  данной  послѣдовательности  ра¬ 
венъ  1/9. 

Примѣръ  2.  Показать ,  что  перемѣнное  х ,  послѣдовательныя 
значенія  котораго  суть  числа 

1  1  1  1 

і’  2’  V**5  Ѵі  ’’’  ( п — натуральное  число) 

имѣетъ  предѣломъ  нуль . 

Дробь  1/ю,  гдѣ  п  цѣлое  положительное  число,  съ  возраста¬ 
ніемъ  п  неограниченно  убываетъ  и  можетъ  при  достаточно  боль¬ 
шомъ  п  сдѣлаться  меньше  произвольно -малаго  положительнаго 
числа  г.  Слѣд.,  и  разность  х  —  0  можетъ  сдѣлаться  меньше  этого 
числа.  Поэтому  1ітд?  =  0. 

Примѣръ  3.  Показать ,  что  перемѣнное  х ,  послѣдовательныя 
значенія  котораго  суть  числа 

1  2  3  п  Л 

-у  -» •  •  •  і  >  •  •  •  ?  Сп  —  натуральное  число) 

2  о  4  п  ■  -)-  1 

имѣетъ  предѣломъ  1 . 

Разность  1 — - — ™  можно  сдѣлать  меньше  произ- 

п-\-\  п-\- 1 

вольно-малаго  числа  г,  взявъ  достаточно  большое  значепіо 
для  п  (см.  примѣръ  2).  Слѣд.,  1іт#=1. 

§  96.  Безконечно-малое  число.  Перемѣнное  чцсло ,  имѣющее 
предѣломъ  пуль ,  называется  безконечно -малымъ. 

Если  х  есть  безконечно-малое,  то  |#|<с,  гдѣ  з  есть  нроиз- 
волыю-малое  положительное  число  (§  95). 

.  Изъ  опредѣленій  предѣла  (§  95)  и  безконечно-малаго  числа 
слѣдуетъ,  что,  если  1іта?  =  а,  то  перемѣнное  х  можно  предста¬ 
вить  въ  видѣ  суммы  предѣла  и  безконечно-малаго: 

гдѣ  1іта  =  0,  т.-е.  а  есть  безконечно-малое  число. 
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§  97.  Безконечно-большое  число.  Перемѣнное  число  х,  абсо¬ 
лютное  значеніе  котораго ,  начиная  съ  извѣстнаго  момента  измѣне¬ 
нія,  становится  болъгие  произвольнаго ,  напередъ  заданнаго  положи¬ 
тельнаго  числа ,  называется  безконечно-большимъ. 

Въ  символахъ  это  опредѣленіе  выражается  такъ:  если  \х\ |>Л, 
гдѣ  А  произвольное  положительное  число ,  то  Іітх  =  со. 

Примѣчаніе.  Постоянное  число,  отличное  отъ  нуля,  и  пере¬ 
мѣнныя,  предѣлы  которыхъ  отличны  отъ  нуля  и  безконечности, 
называются  конечными. 

§  98.  Теоремы  о  безконечно-малыхъ.  1.  Сумма  конечнаго 
числа  безконечно- малыхъ  есть  безконечно-малое. 

Пусть  имѣемъ  п  (п  —  натуральное  число)  безконечно-ма¬ 
лыхъ  х2,  хп.  Нужно  доказать,  что  ихъ  сумма  есть  также 

безконечно-малое  число. 

Обозначивъ  черезъ  з  произвольное  положительное  число,  но 
опредѣленію  безконечно-малыхъ  (§  96),  имѣемъ: 

>1І<|>  I  **!<*;•••; 

Сложивъ  эти  неравенства  почленно,  получимъ: 

!  Х1  I  +  I  Х2  I  +  •  •  •  +  I  Хп  I  <С  е* 

По  изъ  правилъ  сложенія  положительныхъ  и  отрицательныхъ 
чиселъ  слѣдуетъ,  что 

I  Х\  +  |  <  I  Х1  I  "Н  Х2  і  *  -4“  I  Хп  !  • 

Слѣд., 

І  *і4"^2~К  *  •  +  Д’пІ<0> 

т.-е.  сумма  х}  х2  . . . -|-  хп  есть  безконечно-малое  число  (§96). 

2.  Разность  двухъ  безконечно-малыхъ  есть  безконечно-малое. 

Если  х2  и  х2  суть  два  безконечно- малыхъ  числа,  то  (§  96) 

I  х\  I  ^  ~2  ’  \ 

гдѣ  з  произвольно-малое  положительное  число. 

Изъ  этихъ  неравенствъ  находимъ,  что 

Но  |а?,—  х, 1  =  |  *,  +  (—  *,)|<  к,  Ж*2 1. 

Слѣд.,  \хх —  #2|<г,  т-'ѳ-  х\ —  хч  есть  безконечно-малое. 


по 
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3.  Произведеніе  конечнаго  числа  на  безконечно-малое  есть  безко¬ 
нечно-малое. 

Пусть  га  есть  конечное  число,  а  х  безконечно-малое.  Нужно 
доказать,  что  тх  есть  безконечно  малое. 

Разсмотримъ  сначала  тотъ  случай,  когда  га  есть  цѣлое  поло¬ 
жительное  число.  Обозначая  черезъ  г  произвольно- малое  положи¬ 
тельное  число,  по  опредѣленію  §  96  имѣемъ 

\х  |  <  — • 

1  1  т 

Отсюда  черезъ  умноженіе  на  т  получаемъ  т  |  х  |  <  з  или 
|  тх  |  <^  г,  что  и  доказываетъ  теорему. 

Положимъ  теперь,  что  т  есть  положительное  не  цѣлое  число. 

Обозначивъ  черезъ  п  наибольшее  цѣлое  число,  содержащееся 
въ  га,  имѣемт»: 

п<^т<*п- 1-  1 . 


По  опредѣленію  §  96 


і  х 


^  п  -|—  1 


откуда 


|  тх  I  < 


га 


п  1 


с<3, 


такъ  какъ  т/(гг  -|~  1)  <С  1  • 

Для  случая  т  0  доказательство  теоремы  отличается  отъ 
приведеннаго  только  тѣмъ,  что  вмѣсто  га  нужно  взять  его  абсо¬ 
лютное  значеніе. 

Слѣдствіе.  Произведеніе  безконечно-малыхъ  чиселъ  есть  безконечно- 
малое. 

4.  Частное  отъ  дѣленія  безконечно- малаго  числа  на  конечное  есть 
безконечно- малое. 

Такъ  какъ  дѣленіе  на  т  можно  замѣнить  умноженіемъ  на  1/га, 
то  эта  теорема  является  слѣдствіемъ  предыдущей. 

§  99.  Предѣлъ  суммы  и  разности.  Предѣлъ  суммы  конечнаго 
числа  перемѣнныхъ  равенъ  суммѣ  ихъ  предѣловъ.  Предѣлъ  разности 
двухъ  перемѣнныхъ  равенъ  разности  ихъ  предѣловъ. 

Пусть  хѵ  х2У...,  хп  п  перемѣнныхъ,  имѣющихъ  предѣлами 
соотвѣтственно  аѵ  а2,...,  ап.  Требуется  доказать,  что 

1)  Гіш  0, 4-^2+  •  •  •-4-*„)  =  «і  +  «2-Ь • 

2)  Ііш  О*-—  х  V ^  аЛ  —  а2. 
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Обозначивъ  черезт,  с^,  а.,,...,  ал  безконечно-малыя,  имѣемъ 
(§§  95  и  96): 

жг  =  аі  +  а»  лг2  =  а2 +а2;. . — я*+ап. 

Отсюда  черезъ  сложеніе  находимъ: 

^1+^2+*  •  •“і"Л?п  =  (аі+а2  4%  *  •+««)  +  (а1  +а2+‘  *  -  +  ап)- 

Такъ  какъ  (§  98,  1)  Ііш  (а2  — |—  а2+. .  .  +  яп)  =  О*  то  (§§  95  и  9С) 

Иш  (хх  4-  #2  +  .  •  .  +  хп)  =  а1  +  «2+  •  *  *  +  ап' 

Точно  также  изъ  выраженій  хг  и  х2  черезъ  ихъ  предѣлы  находимъ, 

что  хг —  х2  =  (ах —  «2)"Ь(аі  —  а2)>  °ткуда  Ііш  (хх —  х2)  =  а1  —  а2. 

§  100.  Предѣлъ  произведенія.  Предѣлъ  произведенія  двухъ  пере¬ 
мѣнныхъ  равенъ  произведенію  ихъ  предѣловъ . 

Нужно  доказать,  что  Іііп  ххх2  =  ага2  (обозначенія  предыду¬ 
щаго  §). 

Заключеніе  вытекаетъ  изъ  того,  что 

х^х2  —  0^2  “I-*  &і)  С^2  Н-  ^2-)  — :  аха2  — |—  [аха2  ■  {  а2ссх  -у  а.ха.г^) 

и  сумма  аЛа2-\- а2ах-\- аха2  есть  безконечно-малое  (§  98,  3,  1). 

Теорему  не  трудно  распространить  на  случай  произвольнаго 
конечнаго  числа  множителей.  ' 

Слѣдствіе.  Предѣлъ  цѣлой  положительной  степени  перемѣннаго 
равенъ  той  о/се  степени  его  предѣла: 

Ііш  хт  =  (Іітд;)™,  (т  —  натуральное  число). 

§  101.  Предѣлъ  частнаго.  Предѣлъ  частнаго  двухъ  перемѣнныхъ 
чиселъ  равенъ  частному  ихъ  предѣловъ . 

Нужно  доказать,  что  =  при  чемъ  предполагается, 

Х2  а, у 

что  а2ф  0. 

Такъ  такъ  (§  96)  хх  —  ах  -)-  ах  и  х2  =  а2  -|-  а2,  то 

#1  __  “і  +  аі  _•  а\  і  а\  +  аі  а2а\  —  <4  2: . 

х2  а2-\-  а2  а2  ‘  а2  -|-  а2  а2  а2  сі2(а2  а2) 

Разность  а2ах —  ага2  есть  безконечно-малое  (§  98,  3,  2);  произве¬ 
деніе  а2(с/2-|-ао)— число  конечное.  Слѣд.,  дробь  (а2аА — ага2)/а2(а2  4-а2) 
есть  безконечно-малое  число  (§  98,  4).  Поэтому  предыдущее  ра¬ 
венство  приводитъ  К7>  заключенію  (§§  95  и  96): 

Нш  (х1/х2)=а1/а2.  .  Уі:і  ‘ •  • 
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Слѣдствіе.  Предѣлъ  цѣлой  отрицательной  степени  конечнаго 
перемѣннаго  числа  равенъ  той  оісе  степени  его  предѣла. 

§  102.  Предѣлы  возрастающихъ  и  убывающихъ  перемѣн¬ 
ныхъ  чиселъ.  Если  переміьнное  при  своемъ  измѣненіи  постоянно 
возрастаетъ ,  но  всегда  остается  меньше  опредѣленнаго  числа ,  то  оно 
стремится  къ  предѣлу ,  не  меньшему  каоюдаго  изъ  его  значеній . 

Если  перемѣнное  при  своемъ  измѣненіи  постоянно  убываетъ,  .но 
всегда  остается  больше  опредѣленнаго  числа ,  то  оно  стремится  къ 
предѣлу ,  не  большему  каждаго  изъ  его  значеній. 

Эти  два  предложенія  мы  примемъ  безъ  доказательства*). 

§  103.  Предѣльное  значеніе  функціи.  Подставляя  въ  выра¬ 
женіе  какой-нибудь  функціи  Д#)  перемѣннаго  х  различныя  зна¬ 
ченія  перемѣннаго,  мы  получаемъ  значенія  функціи  для  этихъ 
значеній  перемѣннаго. 

Когда  же  мы  разсматриваемъ  процессъ  измѣненія  перемѣн¬ 
наго  х  при  стремленіи  его  къ  извѣстному  предѣлу,  то  относи¬ 
тельно  функціи  возникаетъ  вопросъ  о  предѣльномъ  ея  значеніи 
(короче,  о  ея  предѣлѣ ),  т.-е.  о  томъ  значеніи,  къ  которому  она 
стремится  при  стремленіи  х  къ  предѣлу. 

При  х  —  а  значеніе  функціи  ]{х)  есть  Да);  предѣльное  значеніе  • 
функціи  при  стремленіи  х  къ  а  есть  Ііт  Д#).  Два  числа  Да)  и 

х  =  а 

Ііт  Д#)>  вообще  говоря,  различны . 
х  =  а 

Для  поясненія  сказаннаго  разсмотримъ  функцію 


я» 


х2  —  а 2 
х  —  а' 


ея  значеніе  при  х  =  а  представляется  въ  видѣ  ■  ?  т.-е.  является 

неопредѣленнымъ;  предѣльное  же  значеніе  этой  функціи  при  х  —  а 
равно  2а.  Дѣйствительно,  полагая  х  =  а  -}-  А,  гдѣ  |А|  можетъ  быть 
числомъ  какъ  угодно  малымъ,  но  не  равнымъ  нулю,  находимъ 


Я«  +  *)  = 


о  +  ну 


(а  А)  —  а 


а2  І/(2а  +  А) 

1Г 


Отсюда 

Да  -[-*  А)  —  2а  =  А. 


2а А. 


*)  Желающіе  ознакомиться  съ  нимъ  могутъ  найти  его,  напр.,  въ  кни¬ 
гахъ:  б.  Таппсгу ,  ІнігосІисНоп  й  Іа  іЪёогіе  сіез  Гопсііопз  (Типе  ѵагіаЬІе;  Г.  Ко¬ 
валевскій.  Основы  дифференціальнаго  и  интегральнаго  исчисленій ;Е.Г'аЬгу. 
Тгаііё  (1е  таіЬётаІіяиез  ^ёпёгаіез;  Л.  К.  Власовъ.  Курсъ  высшей  матема¬ 
тики.  Т.  I. 
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Взявъ  |  Ь  |  <  е,  гдѣ  з  есть  произвольно -малое  положительное 
число,  получимъ 

\Г(а-\г)і)—2а  |<е, 

т.-ѳ.  (§  95) 

Ііш  2(.г)  =  2а. 
х  =  а 

Значеніе  функціи  при  х  =  а  и  ея  предѣльное  Значеніе  при 
стремленіи  х  кт,  а  совпадаютъ,  если  данная  функція  непрерывна 
при  х  =  а.‘ 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  по  опредѣленію  непрерывности  функціи 
при  х  =  а  имѣемъ  (§  16): 

|  Г(х)-Г(а)\<*. 


Отсюда  по  опредѣленію  предѣла  (§  95)  заключаемъ,  что 

Ию  /'О) =/■(«)• 

х  =  а 

§  104.  Примѣры  на  вычисленіе  предѣловъ.’ 

/рт _ 

Примѣръ  1.  Ііш  - - -  =  тат-1  для  всѣхъ  раціональныхъ 

х  —  а  х~а 

значеній  т. 

Разсмотримъ  отдѣльно  три  случая:  а)  т  ость  цѣлое  и  положи - 
тельное  число;  Ь )  т  есть  дробное  и  положительное  число;  с)  т  есть 
отрицательное  цѣлое  или  дробное  число. 

а)  т  —  цѣлое  и  положительное  число.  Въ  этомъ  случаѣ,  какъ 
извѣстно  изъ  алгебры*), 

(, хт  —  ат)/(^  —  а)  —  хт- 1  -(-  ахт—2  а2хт~  3  4“  •  •  -\-ат-2х-\-ат-г. 
Отсюда  (§§  99,  100) 

Ііш  - - —  =  Ііш  |  хт-~1-\-ахт’-2-{-а2хт-'2-\-л  .4- а”1-2#  4- а"1-1 

*  =  а  х~а  х=а  I 

=  Цт  хт~Л-\-  Ііт  (а-г”*-2)-^ Нт  (ссп-2х')- |~ат-1  = 
х  =  а  х  —  а  х  =  а 

—  ап-г  а>п~  і  ат” 1  =  та”1""1. 


Ъ )  т=2?/#,  гдѣ  р  и  у  цѣлыя  положительныя  числа.  Въ  этомъ 
случаѣ 


Р  р 


хт-^ат хч  —  а{і 

х  —  а  х  —  а 


*)  См.,  напр.,  С.  II.  Виноградовъ.  Повторительный  курсъ  алгебры,  §  137. 
Дифф  и  иптегр.  исчисленія.  8 
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Полагая  х'і  =  я  и  ан  =  Ъ,  находимъ: 

х п  —  аш  яр — Ър  я» — Ър  I  яп  —  Ъп 

х  —  а  яп  —  Ьн  я  —  Ъ  І  я  —  Ъ 


Переходя  къ  предѣлу  и  замѣчая,  что  Пт  я=Ь ,  получаемъ  (§  101): 

х—а 

я р — Ър  \  //  яп  —  Ьн 


х'"  —  аг  /  гѵ — ор  \  //  яп  —  он  \ 

Іші  - - =  [  Ііш - г  і  (  пт - Г.Ь 

=  а  х  а  \*±=Ъг—Ъ  )І  \г=Ъг  —  Ь  1 

предѣлы,  стоящіе  въ  числителѣ  и  знаменателѣ  второй  чл¬ 
енства,  по  доказанному,  соотвѣтственно  равны  рЬ р~1  и  ф(Г~1 


Но 

сти  равенства 
слѣд,, 

х  —  =^рЪг>-~1ІаЪн~~1  =  -  Ър~п  =  тЬп  (гп-1)  =  тат~1. 

х —  а  1  а 


Ііш 


х  =  а 

с )  т  =  —  п.  гдѣ  п  есть  число  положительное.  Такъ  какъ 

хт  —  ат  х~п  —  а~п  1  ап  —  хп 1  хп  —  ап 

х  —  а  х  —  а  ~  апхп  х  —  а  апхп  х  —  а 

то  (§  100  и  предыдущіе  случаи  настоящаго  §) 

хт  —  ат  Л.  1  хп  —  ап 


Ііш 

х  =  а 


х  —  а  _ 


или 


Ііш 


Ііш 

х  =  а 

хт  —  а 


хпап  х  —  а 


а 


1 

2л 


па 


П  — 1 


X- 


:  а 


X  - 


■а 


:  та] 


»п— 1 


Примѣръ  2.  Показать,  что 

..  8ІП  х 

Ііш  - =  1 . 

х  =  0  х. 

Пусть  А  В  (черт.  45)  есть  дуга 
круга  радіуса  11  и  х  ея  мѣра.  По¬ 
строивъ  линію  СВ  синуса  этой  дуги 
и  линію  ВВ  тангенса,  продолжимъ 
линію  синуса  до  вторичнаго  пересѣ¬ 
ченія  въ  точкѣ  В '  съ  дугой  и  соеди¬ 
нимъ  точку  В'  съ  точкой  I).  Раз¬ 
сматривая  ирямз'ю  ВВ\  дугу  В  Л  В'  и 
ломаную  В1)В\  находимъ: 

ВВ  <  ВЛВ<:  В1)  +  2)7/. 
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Но  легко  видѣть,  что 

ВВ'=2СВ;  ІПіГ=2ЛВ-  В1) -\- І)В' =  2Ш)- 

поэтому,  сокративъ  предыдущія  неравенства  на  2,  получимъ: 

СВ<ЛВ<В1). 

Раздѣливъ  эти  неравенства  на  В,  находимъ 


СВ^АВ  ВР 

в  <  и  <  н  ' 


Такъ  какъ 


то  при  #>0 


АВ 

и  : 


св 


ВТ) 


-х,  1{ 


Лап  х, 


8іп  х<^х<^  і ап  х . 
Отсюда  черезъ  дѣленіе  на  згпх  получимъ 

К^<:  ‘ 


*  8Ш  X  С08  X 

Изъ  этихъ  неравенствъ  слѣдуетъ,  что 

х  .  .  1  х  л  — со$х 

— - 1  <* - : -  1  ИЛИ  — - 1  <.  — - 

&ІП  X  С08  X  81П  X  С08  X 


(а) 


но  1 — созх=2$іп2  или  1 — со8Х<^х.  Отсюда 

слѣдуетъ,  что  Ііт  со8Х= 1  и  что  при  уменьшеніи  х  дробь  (1 — со8х)Ісо8Х 
х=0 

можетъ  сдѣлаться  меньше  любого  даннаго  положительнаго  числа  з. 
Поэтому  изъ  неравенства  (а)  заключаемъ,  что  уменьшеніемъ  х 
можно  достигнуть  того,  что  осуществится  неравенство 


х 


8  іи  х 


-1<з, 


гдѣ  з  есть  произвольно-малое  положительное  число.  Отсюда  нахо¬ 
димъ  (§  95): 


Ііт 
х  —  0 


х 

8ІП  X 


8* 
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Такъ  какъ 


то  (§  101) 


$іп  X  1 

X  X 

зіпх 


ІІИ1 
х  —  0 


зіпх 


X 


Если  то,  положивъ  х~  —  х ,  гдѣ  х'^>0,  найдемъ: 

зіпх _ зіп  ( — зіпх1 

х  — х  х'  ’ 

..  зіпх  . 

слѣд.,  и  для  #<"0  Іип  - =  1. 

х  =  0  х 

Примѣръ  3.  Доказать ,  что  сумма 

«  ,  1  ,  1  ,  1  ,  ,  1 
8=1+і +ТТ2+ГО 

при  безграничномъ  возрастаніи  числа  ея  членовъ  стремится  къ  опре¬ 
дѣленному  предѣлу. 

Обозначимъ  черезъ  зп+ г  сумму  п-\- 1  первыхъ  слагаемыхъ: 

.,1,1,  1  ,  ,  2 

9л+1— 1  '  1  '  1 .2  '  1 .2 .Ъ'  ‘  \  .2 ... п’ 


Такъ  какъ 
1 


<і 

^  02 


1.2.3^22  1.2.3.4^23 


< 


1 


1 . 2 ... м  2 


то 


,  1  ,  1  ,  1  .  1  .  ,  1 

5»+і<- 1  “Г  !  “Г  2  “Г  2*  +  23  '  •  *  •  +  2*-і  ‘ 


Слагаемыя  правой  части  этого  неравенства,  начиная  со  вто¬ 
рого,  представляютъ  послѣдовательные  члены  убывающей  геоме¬ 
трической  прогрессіи,  первый  членъ  которой  равенъ  1  и  знаме¬ 
натель  равенъ  1/2.  Прибавляя  во  вторую  часть  сумму 

1,1, 


2* 


20  +  1 


•  • » 
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мы  усиливаемъ  неравенство,  такъ  что 

+-Н  <  1  +  I  +  2  +  р  +  •  •  • 

Суммируя  безконечно  убывающую  прогрессію,  входящую  во 
вторую  часть  этого  неравенства,  находимъ,  что  при  всякомъ  п 

*„+а<з. 

Итакъ,  данная  сумма  при  возрастаніи  числа  ѳя  членовъ  всегда 
остается  меньше  3.  Но  она  возрастаетъ  съ  возрастаніемъ  числа 
слагаемыхъ,  такъ  какъ  всѣ  ея  слагаемыя  положительны.  Слѣд., 
она  стремится  къ  нѣкоторому  предѣлу,  меньшему  3  (§  102).  Этотъ 
предѣлъ  обозначается  буквой  в. 

Такъ  какъ,  ограничиваясь  только  двумя  первыми  членами 
суммы  5,  мы  уменьшаемъ  ее,  то  число  с  больше  2.  Итакъ, 


2<е<3. 


Взявъ  сумму  п  1  первыхъ  слагаемыхъ,  мы  получимъ  прибли¬ 
женное  значеніе  числа,  в.  Чтобы  оцѣнить  степень  этого  прибли¬ 
женія,  разсмотримъ  сумму  7?п+1  отбрасываемыхъ  членовъ: 

г  1  |  *  |  1  , 

п+г  1.2... 0+1)  ^1-2... 0+2)  1  1.2.  ..(п+8)"*"* 

.= _ і і _ і _ і — _ і_ - - - (_...  I 

1.2...п\я+1  г0  +  1)0+2)  '  («4-1)  (»+2)  (»+3)~  ) 

Такъ  какъ 


0+і)0+2) < С»  + 1)2;  О  + 1) С» +  2) 0+3) < 0+1)3’ •  • 

и 

_і _ ,  1_1 _ | _ 1 _ ,  =і; 

п-\-1  •  (>г-}-1)2  '  (п-(-1)3  *  V*  п 


то 


*.+і< 


1 


1 


1 . 2 . . .  п  п 


(?) 


Это  неравенство  рѣшаетъ  вопросъ  о  степени  точности  взя¬ 
таго  приближенія. 

Найдемъ,  наир.,  то  приближенное  значеніе  числа  с ,  которое 
доставляетъ  сумма  первыхъ  6  членов!,: 


'“^І  +  О+П^з  +  ГХО 


1 

1.2.3. 4.5" 


ив 
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Опредѣлимъ  сначала  степень  точности  результата,  получаемаго 
при  этомъ  вычисленіи.  Такъ  какъ  1/(1 . 2 . 3 . 4 . 5). 5  =  1/600,  то 
1іЛ  <  1/600 <  0,01,  т.-е.  $6  даетъ  приближенное  значеніе  е  съ  точ¬ 
ностью  до  0,01  или  съ  двумя  десятичными  знаками. 

Вычисляемъ  затѣмъ  отдѣльно  члены  «96,  выражая  ихъ  въ  деся¬ 
тичныхъ  дробяхъ  и  принимая  во  вниманіе,  что  въ  результатѣ 
всего  вычисленія  придется  удержать  только  два  десятичныхъ 
знака: 

1+і+І=2>б 


1 


1.2.3 

1 

ОТзТГ 

і 


1.2. 3.4. 5 


:  0,166 
:  0,041 
-  0,008 


=  2,715. 


Итакъ,  е  =2,71  съ  недостаткомъ  и  съ  точностью  до  0,01. 

$13  даетъ  для  с  значеніе  2,7182818;  болѣе  точныя  вычисленія 
даютъ  для  с  число  2,7182818284... 

Неравенство  (;і)  показываетъ,  что 


е=  1 


1.2 


гдѣ 


'•••+П27 

0<»<1. 


1.2 ...п  п1 


Су) 


При  помощи  этой  формулы  можно  доказать,  что  в  есть  число 
ирраціональное .  Въ  самомъ  дѣлѣ  оно  не  можетъ  быть  цѣлымъ 
числомт»,  потому  что,  какъ  было  показано  выше,  оно  заключается 
между  числами  2  и  3.  Оно  но  можеть  равняться  и  раціональной 
дроби  а/Ь ,  гдѣ  а  и  Ь  суть  цѣлыя  числа.  Дѣйствительно,  если  бы 
с===а/і,  то  по  формулѣ  (у)  мы  имѣли  бы  равенство: 


Ь  ^1^1.5 


•+і— 


/)  Ь  ’ 


(0  <{)<!). 


Умноживъ  обѣ  части  этого  равенства  на  1.2 . .  .Ь,  мы  получили 
бы  равенство  вида 


М  =  Х + 
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гдѣ  Ж  и  N  суть  цѣлыя  числа.  Равенство  это  невозможно,  такъ 
какъ  8/6  <1. 

Примѣчаніе.  Ирраціональныя  числа  раздѣляются  на  два  класса: 
къ  первому  принадлежатъ  такія,  которыя  служатъ  корнями  алге¬ 
браическаго  уравненія  съ  цѣлыми  коэффиціентами;  ко  вторымъ — 
тѣ,  которыя  этимъ  свойствомъ  не  обладаютъ.  Первыя  называются 
алгебраическими,  а  вторыя — трансцендентными . 

Примѣромъ  алгебраическихъ  ирраціональныхъ  чиселъ  можетъ 
служить  число  )/ 2,  удовлетворяющее  уравненію:  х 2 — 2  =  0. 

Числа  е  и  тт  (отношеніе  окружности  къ  діаметру)  суть  числа 
трансцендентныя  *). 

Примѣръ  4.  Показать,  что 


Предположимъ  сначала,  что  п  есть  число  цѣлое  и  положи¬ 
тельное .  По  формулѣ  бинома  Ньютона  имѣемъ: 


+ 


(і+')"=і+. 

п(п  —  1)  (п  —  2)  1 


1  .  п(п  —  1) 


ІГ.+ 


1.2.3 


+ 


п  1  1.2 

п(п —  1).  ,[п  —  (и —  1)] 


1.2. . .п 


пп 


Второй  членъ  второй  части  этого  равенства  равенъ  1;  осталь¬ 
ные  члены  можно  преобразовать  слѣдующимъ  образомъ: 

п(п — 1)  1  п(іі  —  1)  1  /  1\  1 

1 . 2  •  п*  —  й*  *  2!  V 1  Гг  /  *  2Т; 

п(п  —  1)  (и  --  2)  1  ^п(п— -1)(п  —  2)  1_  Л_1\/  2\  1 

1.2.3  * п3  п 3  ‘3!  V  я/\  п)  3!’ 


п(п  —  1) .  . [п  —  ( п  —  1)]  1  _ п(п —  Г),  .[п  —  (п —  1)|  1 

1.2...П  *  пп  пп  ЧІ 

гдѣ  пі  =  1 . 2 . .  .  п. 


*)  Доказательство  трансцендентности  чиселъ  е  и  ~  см.  въ  кнпгЬ:  Веберъ 
и  Вельшшеинъ.  Энциклопедіи  элементарной  математики.  Т.  I.  Изд.  «АГаіЬе- 
8ІЗ»,  Одесса.  1907. 
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Поэтому 


(1+^)  -і+і+(і_94+ 

+  ( : 1 -  п )  ( : 1 - 1 )  4'+ ■  •  •  ■ +  ( : 1 - )  ( : 1 - 1 )  •  •  •  ( : 1 — ~гГ )  ■  Ь. ' *< 

Подставляя  въ  эту  формулу  п- |- 1  вмѣсто  ??,  находимъ: 

(1+^)  =  1  Ч-  1  +  ( 1  — [.,)  !:+- 

+  (1-,7^т)  !  +  ••  + 

+  ( 1  -  ргт  )-(1-,  +  і)'Ч1”  )  С^Т"І)! ' 

Во  второмъ  изъ  написанныхъ  разложеній  число  членовъ  на 
единицу  больше,  чѣмъ  въ  первомъ;  кромѣ  того  члены  второго 
разложенія,  начиная  съ  третьяго,  больше  соотвѣтственныхъ  чле¬ 
новъ  перваго  разложенія,  такъ  какъ 


1 - і_>1— -1,  1- 

п  -}--1  п 

Слѣд., 


Т>1— 1 


п  —  1 

п  -ф-  1 


>1 


п — 1 


п-\- 


I  Г>(‘Ч)". 


т.-е.  при  возрастаніи  п  функція  ^  1  увеличивается . 

Но  изъ  равенства  (о)  видно,  что 

(*  +  »)  <1  +  1'  +  ^  +  §!+’-  +і’ 


или  (см.  примѣръ  3) 


(•+*)<- 


Отсюда  на  основаніи  теоремы  §  102  выводимъ  заключеніе,  что 

стремится 


при  неограниченномъ  возрастаніи  п  функція  ^  1  ^ 

къ  предѣлу,  не  превышающему  числа  ’е. 
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Съ  другой  стороны,  если  р  есть  опредѣленное  цѣлое  число, 
меньшее  п,  то  изъ  разложенія  ($)  имѣемъ 

Вторая  часть  этого  неравенства  содержитъ  р  -}- 1  членовъ  и 
при  возрастаніи  п  до  00  стремится  къ  суммѣ  (§§  101,  99,  100): 

=  н- 1 +  •  • +^Г 

Изъ  предыдущаго  неравенства  слѣдуетъ,  что  предѣлъ  ^1-[--^ 
при  п  =  оо  не  меньше  е  .  Итакъ 

ер  < 1іт  (і+  ")*<■«. 

П=СО'  П' 


Но  разность  е  —  ер  можетъ  быть  сдѣлана  меньше  любого  дан¬ 
наго  числа  посредствомъ  надлежащаго  выбора  числа  р  (см.  прим.  3). 
Слѣд., 


Покажемъ,  что  это  заключеніе  остается  справедливымъ  и  въ 
тѣхъ  случаяхъ,  когда  ю,  измѣняясь,  принимаетъ  дробныя  и  отри¬ 
цательныя  значенія. 

Пусть  9і  есть  дробное  положительное  число.  Обозначивъ  черезъ 
т  и  т- 1- 1  цѣлыя  числа,  изъ  которыхъ  первое  не  больше,  а  второе 
больше  п ,  имѣемъ  слѣдующія  неравенства: 


.  .  .  1  1  .и  1 

т  <  п  <о  т  -4-  1 ;  —  >  > 

-  ^  1  -  лі  ^ 


1  -| - >  1  “] - 1 

1  Щ—  п 


т  —  п  ^  9п-\~Ѵ 

1 


т-4-1 


1 


т-\-\ 


V". 


Отсюда 
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Глава  IX.  Теорія  предѣловъ. 


Дакъ  какъ  при  возрастаніи  п  до  00  числа  т  и  т- 1- 1  также 
возрастаютъ  до  00,  то 


„т  (і  +  і)'+1>  „т  (1+!Г>  Нт  (і+  ‘  Г. 

»,=оо1'  "'„=соѴ  '»/  ,»= ссЛ  »+*/ 

Но,  по  предыдущему, 

Ііт  (і+~)  =  Пт  (і4-— Д  .  Пт  — )  —е.\—е\ 

т= со'  т/  )п=00'  ‘  т>  т=сг\  »»/ 

Пт  / 1 

=т\ 


т=СО 


т=СО ' 

1  \т+1 


Ііт 

т=СО 


(1  +  ^і) 


т= ОО' 


т-|- 


т)' 


Ііт  (  1-4 - г) 

т=со  '  т~^~  ' 


Слѣдовательно, 


ііп  (іЦ--У=е. 
=  ПгЛ  »*/ 


ІІ1П 

?г=00 


Пусть  п  есть  отрицательное  число,  абсолютное  значеніе  ко¬ 
тораго  равно  м,  такъ  что  п  —  —  т. 

Такъ  какъ 


(‘+і)-(‘-=Г-(=^т)-(*+^т)- 

-■(‘+=^Г(‘+5Щ)- 

Пт  [і-|--)  =  Ііт  [і-| - -і-у]  .  Ііт  (і-| - ; 1?= 

м=00'  п'  т=гг\  т  *  ■  т=т  V  ,п  * ' 


т=  СО 


Упражненія. 


<1  1. 

2х2 +  Зж3+4ж4 

2 

х  ™0  3.г2  +  ^4-.^ 

3 

V  2. 

2х34-Зх4+а"5 
х~о  3ж2+^+ж5 

0. 

•1  3. 

Ііт  2ж-|-3.г24-4а:3_ 

—  ГУ} 

х==о  3**  +  **  +  ^ 

$  104.  Примѣры  на  вычисленіе  предѣловъ. 


123- : 


1— -|Л— Я2.  1 

=  2‘ 

=  За. 


1— іЛ 

.  І1111  - г 

Х  =  0 

..  х2 — |/  а3# 

ІІ111  — -т= - 

х  —  а  V  их  —  « 


„  х2~1~  х  —  2  3 

С-  І1Ш1  Йй 

#=1Х 


+з" 


ІІШ 

Л  =  о  А 

а  — х 


V  -  I/ 

. .  і/а  +  #  —  |  а  —  я 

Ііш  - 1 - — 

х 

:  =  о 


1 

#  /а 

Ііш  - =  1. 

г  =  о  * 

8Іп  2х  _  ..  іап2х 

Ііш  -  -  =  2;  Ііш  - = 

ѵ  =  о  х  х—  о  х 

1 


-  С08Х _  1 


_  0  8ІП2Х  2 

іапх  —  8іпх 1 

П  8ІП3Х  2 


1 


8ІПХ _ ^ 

7Т — 2х. 


1КСС08Х 


15. 

Ііш  - 

Ж==  4 

16. 

ІІ111  I 

п=СО 

17. 

Ііш  -- 

п=СС 

8ШХ - С08Х 

_  1 — іапх 


1 

/2 


1  2  ^  22 +  324-...4Г  П 2 


1 

3' 
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ГЛАВА  X. 

Производная  функціи.  Дифференцированіе  функцій. 


§  105.  Производная  функціи.  Пусть  у  =  {(х)  есть  непрерывная 
функція  перемѣннаго  х.  Если  Ах  и  Ау  обозначаютъ  соотвѣтствен¬ 
ныя  приращенія  перемѣннаго  и  функціи,  то  отношеніе  Ау/Ах  вы¬ 
ражаетъ  среднюю  скорость  измѣненія  функціи  при  измѣненіи  пе¬ 
ремѣннаго  отъ  значенія  х  до  х  Ах.  Когда  Ах\  з^менынается  и 
-стремится  къ  нулю,  то  и  \Ау\,  вслѣдствіе  непрерывности 
функціи  у,  также  стремится  къ  нулю.  Предѣлъ,  къ  которому 
«стремится  при  этомъ  отношеніе  А  у /Ах,  если  онъ  существуетъ, 
представляетъ  скорость  измѣненія  функціи  для  даннаго  значе¬ 
нія  х  перемѣннаго  *). 

Опредѣленіе.  Предѣлъ  отношенія  Ау/Ах  приращенія  Ау  функціи 
у  къ  приращенію  Ах  перемѣннаго  х  при  Ах=0  называется  произ¬ 
водной  функціи  у . 

Производная  функціи  обозначается  или  присоединеніемъ 
значка  '  къ  обозначенію  функціи,  или  постановкой  передъ  данной 

-функціей  знака  .  Если  данная  функція  есть  ?/,  то  производная 


•оя  обозначается  или  черезъ  у' ,  или  черезъ  у-  (читать:  сіу  по  сіх ); 
производная  функціи  {(х)  обозначается  или  черезъ  {\х),  или 
черезъ  (читать:  й{(х)  по  сіх). 

Знакъ  —  указывает!,  своей  формой  дроби  на  опредѣленіе 

производной,  какъ  предѣла  отношенія ,  а  буква  сі  напоминаетъ, 
что  членами  этого  отношенія  служатъ  разности  ( сѴф(егснІіа ) 
измѣненныхъ  и  начальныхъ  значеній  перемѣннаго  и  функціи. 
Операція  взятія  производной  называется  дифференцированіемъ . 
Примѣръ.  Вычислимъ  производную  функціи  х 2.  Обозначив!, 
■ее  черезъ  у ,  имѣемъ: 


у  =  хч-\  у  -(-  А/  =  (ж  4-  Дж)2  =  ж2  +  2жДж  +  (Дж)2; 
Ау  =  2хАх  (Дх)2. 

--  =  2х  4-  Ах ;  Пт  ~  —  2х. 

Д*  Дж =о  Д  г 

А(Х2) 

Итакъ,  2х . 


')  Ср.  съ  понятіемъ  скорости  движенія. 


§§  105 ,  106 .  Производная.  Геометрическое  значеніе  ея. 


125- 


§  106.  Геометрическое  зна¬ 
ченіе  произзодной.  Пусть  у  =  ( (.г) 
есть  непрерывная  функція  х.  При¬ 
нимая  х  и  у  за  прямоугольныя 
координаты  точки  на  плоскости, 
построимъ  кривую,  уравненіе  ко¬ 
торой  есть  //  =  /’(Ѵ).  Возьмемъ  на 
кривой  точку  Л/(#,ѵ)  (черт.  46)  и 
точку  М'(х  -|~  Д#,  у4-Ду);  опустивъ 
изъ  точекъ  М  и  Л/'  перпендику¬ 
ляры  на  ось  х  и  проведя  сѣкущую 
Д/Л Г  и  прямую  М()  ||  Ох  до  встрѣчи 
съ  перпендикуляромъ  изъ  точки 
Л/',  получимъ  прямоугольный  тре¬ 
угольникъ  М(д  ЛГ\  изъ  котораго 
имѣемъ: 


^Л/ДГ  = 


Ду 

Д.т’ 


или,  такъ  какъ 


,  ХЧ 

<ітг=хш, 

іап  хГМ 


Будемъ  точку  Л/'  передвигать  но  кривой  такъ,  чтобы  она  при¬ 
ближалась  къ  Л/;  сѣкущая  Л/Л/'  будетъ  при  этомъ  вращаться; 
около  точки  М  и  приближаться  къ  касательной  къ  кривой  въ- 
точкѣ  Л/,  а  уголъ  хІЖ  приближаться  къ  углу  ъ  между  каса¬ 
тельной  и  осью  х.  Въ  предѣлѣ,  когда  точка  Л/'  совпадетъ  съ 
Л/,  сѣкущая  обратится  въ  касательную,  а  уголъ  хЬМ  обратится 
въ  уголъ  ъ.  Слѣдовательно, 

Пт  іап  хЬМ=іапу=  Ііт  > 

Д.г  =  0 

или 

.  (1у 

ІШ’>  =  Тх- 

Эта  формула  указываетъ  намъ  геометрическое  значеніе  про¬ 
изводной. 
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Дифференцированіе  функцій. 

§  107.  Теорема  1.  Производная  постоянной  величины  равна  нулю. 
Пусть  у  =  ((х)  есть  функція*)  перемѣннаго  обладающая 
тѣмъ  свойствомъ,  что  при  всѣхъ  значеніяхъ  перемѣннаго  х  она 
-сохраняетъ  одно  и  то  же  значеніе,  которое  назовемъ  черезъ  С. 
‘Такимъ  образомъ 

у  =  =■-<?. 

Дадимъ  перемѣнному  х  приращеніе  \х,  соотвѣтственное  при¬ 
ращеніе  функціи  у  назовемъ  черезъ  Ау.  Имѣемъ  соотношеніе: 

У  \у  =  {(х  \ху, 

ш>,  по  свойству  функціи  /'(X),  і'(х-\-\х)=  С\  слѣдовательно, 

у  +  *у=-С.  ' 


Вычитая  почленно  изъ  этого  равенства  равенство  у  =  С, 
находимъ: 

Ьу— о. 

Поэтому  отношеніе  ~-  =  0,  а,  слѣдовательно,  и  предѣлъ  этого 


отношенія  при  Л#  =  0  также  равенъ  нулю.  Итакъ, 


ІІ111 

Ах  =  0 


Ау 

Ах 


0; 


ас 


~—  =  0,  что  и  требовалось  доказать. 


но  у  =  С\  слѣдовательно 

§  108.  Теорема  2.  Производная  алгебраической  суммы  равна 
алгебраической  суммѣ  производныхъ  слагаемыхъ. 

Пусть  у  —  и  ѵ  —  гг,  гдѣ  и,  ѵг  ?г  суть  функціи  х.  Давая  пе¬ 
ремѣнному  х  приращеніе  Ах  и  называя  соотвѣтственныя  прира¬ 
щенія  функцій  у ,  и,  ѵ ,  гѵ  черезъ  Ау ,  Ап,  Аѵ ,  Л/г,  получимъ: 

у  Ау  —  и-\-  Аи-\-ѵ  Аѵ  —  (?г  -{-  Л/г). 

Вычитая  начальное  значеніе  функціи,  находимъ: 

Ау  =  Аи  -|-  Аѵ  —  Л  іѵ. 


Раздѣлимъ  обѣ  части  равенства  на  Ах  и  перейдемъ  къ  пре¬ 
дѣлу  при  Л.г  =  0  (§  09): 


*)  Подъ  словомъ  функція  здѣсь  и  въ  послѣдующихъ  теоремахъ  раз 
имѣется  непрерывная  функція. 


108 ,  109.  Производныя  суммы  и  произведенія. 


12  7 


Пт 

Д#  =  О 


но  (§  105) 


Ау _ Агі  ,  Аѵ  А  го 

Ах  Ах  Ах  Ах 


Ііш 

Ах  =  0 


г  Аѵ 
1 1  іи  - - 

АХ  =:  О 


ІІШ 

Ах  =  О 


Агѵ 

Ах' 


ІІШ 

Ах  =  0 


Ау_йу, 
Ах  (Іх  ’ 


Ііш 

Ах  =  О 


Аи 

Ах 


йи  л . 

=  Ііш 

йх  дх— о 


Аѵ 

Ах 


сіѵ  Аіѵ  (Іи: 

— ;  Ііш  — ; 

<іх  Д*— О  (ІХ 


слѣдовательно, 

й(и  -}-  ѵ  —  гѵ) _ (Іи  ,  сіѵ  йгѵ 

йх  йх'йх  сіх . 

§  109.  Теорема  3.  Производная  произведенія  двухъ  функцій  равна 

суммѣ  произведеній  первой  функціи  на  производную  второй  и  вто¬ 
рой  на  производную  первой . 

Пусть  у  —  и.ѵу  гдѣ  и  и  ѵ  суть  функціи  х.  Давая  х  прира¬ 
щеніе  Ах  и  обозначая  соотвѣтственныя  приращенія  функцій 
у ,  и,  ѵ  черезъ  Д //,  Аи ,  Дг>,  находимъ: 

у  -[-  Ау  =  (и  -)•-  Дм)  (ѵ  Аѵ')  —  иѵ  -)-  иАѵ  -|-  ѵА и  -[-  АиАѵ. 

Для  приращенія  Ау  получаемъ: 


Ау  —  иАѵ  -|-  ѵА  и  -|~  АиАѵ. 
Раздѣлимъ  обѣ  части  равенства  на  Ах: 


А у 
Ах 


Аѵ.  -  . 

-«5+СН-*->к- 


Переходимъ  къ  предѣлу  при  Лх  =  0  (§§  99  и  100): 

Ііш  ~=  Ііш  н^--|-  0’  +  ^г’)ѵ*!  = 

Ьх  =  0*х  Ьх  =  0*х  Дх  =  0  *х 


Аѵ  Аи 

=  и  Ііш  - — [-  Нт  (ѵ  -{-  Аѵ)  Ііш  т-> 

Ах  =  О  Ах  ==  0  Ах  =  0  ^ 1 


или  (§  105) 


іі(иѵ)  (іѵ  .  йи 

~АГ^и,Тх+ѴТх 


(73) 


Теорему  легко  распространить  на  случай  какого  угодно  ко¬ 
нечнаго  числа  множителей. 
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Слѣдствіе.  Постоянный  множитель  при  дифференцированіи 
можно  выносить  за  знакъ  дифференцированія . 

Пусть  у  — Ли ,  гдѣ  А  —  постоянное,  а  и  есть  функція  х.  По 
доказанной  теоремѣ  имѣемъ: 

Лу _ Л^Агі)  (Іи  ,  сІА 

Лх  (Іх  У  Лх  Н  Лх 


но  (§  107)  —  =  0.  Слѣдовательно, 


сіу _  ^  Ли 

Лх  и  Лх 


§  НО.  Теорема  4.  Производная  дроби  равна  дроби ,  числитель 
которой  есть  разность  произведеній  знаменателя  на  производную 
числителя  и  числителя  на  производную  знаменателя ,  а  знаменатель 
равенъ  квадрату  знаменателя. 


Пусть  !/  =  -'>  гдѣ  и ,  ѵ  суть  функціи  х.  Давая  х  приращеніе  Д.г 

и  обозначая  соотвѣтственныя  приращенія  функцій  у ,  и ,  г;  черезъ 
Л?/,  Дг$,  Ду,  находимъ 


,Ѵ  +  Ду  = 


г*-|~Дг« 

у  4“^  ’ 


вычитая  начальное  значеніе  функціи,  получимъ: 


Ду  — 


у-|-Ду 


гс  уД  и  —  иЛѵ 
ѵ  у  (у  -(-  Ду) 


Раздѣлимъ  обѣ  части  равенства  на  \х: 

Д  и  Ду 

ѵ- - и  — 

Д?/ Дд;  Д.г 

Дя  г(у  Д-  Ду) 


Переходимт,  къ  предѣлу  при  Дд;  =  0  (§§  101,  09,  100): 

\н  Ду  Нт  Г  ,,Д»  ,  Д"  1 

°Ах _ Дх  Ах  =  о[  Лх  Лх  |  __ 

у(у  -(-  Ду)  Ніи  у(у  Лу) 

Дд:  =  0 


Д  у 

1іт  -~-  = 
\х=0*х  \х  —  0 


Ііш 


110 ,  111.  Производныя  дроби  и  функціи  отъ  функціи . 


120 


ѵ  Ііт  7 - и  Пт 


Д  и  ..  Ду 


ѵ  ііт  т - и  11Ш  7— 

Ьх=0^х  Дж— 


ѵ  Ііт  (г;  -)-  Дг) 


Дж  =  0 


или  (§  105) 


сі  /и 

СІХ\Ѵ 


(74) 


§  111.  Теорема  5.  Производная  функціи  отъ  функціи  равна 
производной  первой  функціи  по  второй ,  какъ  по  независимому  пере¬ 
мѣнному ,  умноженной  на  производную  второй  функціи  по  независи¬ 
мому  перемѣнному. 

Пусть  у  =  гдѣ  и  есть  функція  х.  Когда  х  получаетъ 

приращеніе  Дж,  функціи  и  и  у  получаютъ  соотвѣтственныя  при¬ 
ращенія  Д и  и  Д у,  при  чемъ 


Ду  =  /■(»  +  А?0  —  { («). 


Раздѣливъ  обѣ  части  послѣдняго  равенства  на  Дж,  получимъ: 


Ду_/О  +  Д?0  —  А») 


Дж  Дж 


Умноживъ  числитель  и  знаменатель  второй  части  на  Д и,  пред¬ 
ставимъ  это  равенство  въ  такомъ  видѣ: 


Д у _ ?(и-\-  Дм)  —  /*(м)  Д и 

Дж  Д  и  Дж’ 


переходя  къ  предѣлу  при  Дж  =  0  и  замѣтивъ,  что  Дм  =  0  при 
Д.г  =  0,  находимъ  (§  100): 


или  (§  105) 


сіу _ 00  (Іи 

(Іх  сіи  сіи 


Замѣтивъ,  что  /*(ге)  =  у,  можно  эту  формулу  написать  такъ: 


сіу _ сіу  сіи 


(75) 


СІХ  СІЦ  (Іх 


что  и  требовалось  доказать, 

Дифф.  и  иитегр.  исчнслсиія. 


0 
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Теорема  остается  справедливой  и  для  болѣе  сложныхъ  функцій. 
Пусть,  напримѣръ,  у  —  гдѣ  /*(«;),  гдѣ  ѵ  =  у(гс),  гдѣ 

гѵ  —  у(х).  Для  производной  (~  имѣемъ  но  доказанной  сейчасъ 

теоремѣ: 


сіу  Лу  Ли 
Лх  Ли  Лх ’ 


но  по  той  же  теоремѣ: 

Ли  Ли  Л  о  Лѵ _ Лѵ  Ліѵ 

Лх  Лѵ  Лх  Лх  Ліѵ  Лх 

слѣдовательно, 

Л у  сіу  Ли  Л  о  Ліѵ 
Лх  Ли  *  Лѵ  Лгу  Лх  * 

§  112.  Производная  степени.  Пусть  требуется  найти  про¬ 
изводную  функціи  у  —  хт ,  гдѣ  т  есть  какое-нибудь  постоянное 
раціональное  число.  —  Давая  х  приращеніе  \х  и  обозначая  со¬ 
отвѣтственное  приращеніе  функціи  у  черезъ  Ду,  получимъ: 

у  -\-Ьу  =  (х-\-  Дат)"'  • 

Ду  =  (х  4-  Д#)™  — 

Раздѣливъ  на  Да-  обѣ  части  равенства,  получимъ: 


Д  у  (х  4-  Д<Г  — 

Д.г~  Да; 

Было  доказано  (§  104),  что 


(а) 


Іііп 

х=^=а 


хт  —  а 
х  —  а 


VI 


т .  ат  ~ 1 


при  всякомъ  раціональномъ  значеніи  т.  Если  въ  дроби  Х— - а- 

замѣнимъ  х  черезъ  о;Д-Да'  и  а  черезъ  х,  то  получимъ  вторую 
часть  формулы  («);  такъ  какъ  при  х  —  а  разность  х  —  а  обра¬ 
щается  въ  нуль,  то  1ішД.г  =  0.  Слѣдовательно, 


или 


Ііт 

\х—  0 


Ду  Ли 

—  тхт  ~ 

Ах  Лх 


] 


(I хт 

(ІХ 


=  тх,п~ 1 


(76) 


§112.  Производная  степени. 


Ш1 


Теоремы  §§  107 — 112  даютъ  возможность.  дифференцировать 
всѣ  алгебраическія  функціи.  Разсмотримъ  нѣсколько  примѣровъ. 

.  ,  '  ■  , ,  г 

*  Лх  л  л  .  Л.  '  ^  ‘  ■*  ^  “* 

1 .  =  1 .  х1~  і  =  X®  =  1 . 

ах 


2. 

3. 

4. 


:  9*2-1: 


2х.. 


Ах 2_ 
сіх 

Ах\х] 


с I /  х _ Ах2  1  I  —1  , _ 


V  Ах~л 

1  Г  1  1  —  1 

)  (ІХ 

Л2 

Ах 


Ах 


■  '2/  ж 
+Р, 

пр0х"  1)/)гг-"  2  + - +Л-1- 


(1(р0 г"  - 1  />,  хп- 3  +  . . .  .  +  рп_лх  рп) 

(Іѵ 


См+й*»±Э_(Ш+6)<!й2+й 

„  а  ахЛ-Ь  ~  1  г  (Іх  1  (Іх  , 

6-  ,ЬЙ+|=- - (7Гр{? - ...(по  форм. 74) 

__  (ах  [}) .  а  —  (ах  -|-  Ь)а 


(«*  +  № 


(но  форм.  72,  73,  70) 


а^Ья 

~(ах+№ 


„  (1(ч  г  А(ах  ]  !>)"■  А(ах  Ъ) 

Ах  А(ах  V)  Ах 


.  (по  форм.  75) 


8. 


=  п(ах-\-Ъу.-1  .а . (но  форм.  76) 

А\^ ах^  -\-Ьх-\-с  А ах ~  -|~ Ьх— {— с  А(ахш— |~6х-|—  с) 

Ах  А(ах2-\-Ъх-\-с)  Ах 

1  2  аяД-  Ь 


2  ах2  +  Ъх  +  с 


...(но  форм.  75) 
.  .  .(по  форм.  72,  73,  76). 


§113.  Производная  Віп  х .  Пусть  у=ягпх.  Давая  х  прира 
щеніо  \х  и  обозначая  соотвѣтствэнноѳ  приращеніе  у  черезъ  \у , 
находимъ  ■  , 


У  Ч"  Ду =*  5  мК®  Д-г)  • 

Приращеніе  Л//  функціи  у  выразится  такъ: 

\у  8ІП(Х  Д  г)  —  8ІП.Х. 
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Преобразуемъ  вторую  часть  этого  равенства  въ  произведеніе. 
Получимъ: 

.  Ах 

81П-* 

и 

Раздѣливъ  обѣ  части  равенства  на  Ах ,  находимъ: 


Ау~2ш[х-{-^ 


ИЛИ 


.  Ах 


2 


Переходимъ  къ  продѣлу  при  Д#  =  0: 


,  А*/  , . 

Ііт  =1іт 
Ах=0*х  Ах=  О 


С08 


Нт) 


8111 


Ах' 


Ах 

Т 

.  Ах 


но 


г  /  ,  Д*\  .. 

=  І1Ш  С08І  ХА-  7Г-  •  І1Ш  — - ; 

Ах=0'  Ах=  О  Ь? 

2 

Ау  сіу  /  ,  Д.г\ 

Ііш  Ііт 

г=0Лаг  ах  Д*=0  Ѵ  2/ 


Ііт 

Дх  =  0 


.  Ах 
т- 

1Г  =  К8  104). 


2 


Слѣдовательно, 

СІу  СІ  8ІП  х 

-+  =  С08Х,  ИЛИ  г =  С08  X, 

СІХ  (ІХ 


(77) 


§  114.  Производная  созх.  Пусть  у  —  созх. 

Сохранял  обозначенія  и  планъ  вычисленій  предыдущаго  §, 
найдемъ: 

У  Ау  —  со$(х  4-  Дя); 

Ау  =  со8(х  -}-  Д.г)  —  С08  х. 
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Преобразуя  разность  косинусовъ  въ  произведеніе,  получаемъ 

Ах 
8пг  —  • 


Отсюда 

ьу = 

Дд: 


Д»/  =  —  2зт  (  г-|- Д|^  .  5/’; 

И4) 


2 


Да:\  .  Дд: 

I  $*»у 


Дд: 


Кж+у)* 


Переходя  къ  продѣлу  при  Дд:  =  0,  находимъ: 

т) 


.  Ддг 
$т — 
2 

Дд: 

“2 


Ііш  ~  =  — 1  і  111 
Д#:=0Длт  Ах— О 


.  Ах' 

8іпт 

Дд: 

~2 

.  Ах 

81П  — 


=  —  Нт  - 

Дд:  =  О  V  2/  А.г=0  Ь* 


Дд^=0 


или 


( Ьі 

~~  ==»  —  8іп  х 
ах 


или,  наконецъ, 


(I  С08  х 
(ІХ 


—  8ІП  X 


(78) 


§  115.  Производная  іапх  и  соі  х.  Пусть  у  =  іапх.  Такъ  какъ 

.  8ІП  X 

г  ап  х  — ? 

С08  х 


то 


81П  X 


С08  X 


Для  опредѣленія  производной  отъ  у  нужно  дифференцировать 
.  8ІП  X 
дробь 


С08Х 
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Прилагая  правило  дифференцированія  дроби  (§  НО),  находимъ: 

/  (I  8ІП  X  .  (I  С08  X 

7  С08Х - -~~8ШХ - 

<ІУ  \  <ІХ  (ІХ 


СІХ 


С082Х 


Отсюда  по  формуламъ  (77)  и  (78)  получимъ: 

(ІЦ _ С082Х  -|-  $іп2х  _  1 


СІХ 


С08-Х 


С082Х 


ИЛИ 


(I  іап  х 


.  СІХ 


С  08-х 


(70) 


Подобнымъ  лее  образомъ  найдемъ,  что 

й  соіх  __  1 

СІХ  ~  $гп2х 


(80) 


§  ПО.  Дифференцированіе  тождества.  Тождествомъ  назы¬ 
вается  равенство,  справедливое  при  всѣхъ  значеніяхъ  буквъ,  въ 
него  входящихъ.  Наир., 

х  —  х  =  0,  (х-\-а,у  =  х2-{-  2ах-\-а2\  {х  -|-  а)  ( х  —  а)  —  х2 — а2 
суть  тождества. 

Вмѣсто  знака=въ  тождествахъ  употребляется  иногда  знакъ  ш, 
который  читается  такъ:  „ тооісдествецно  равной . 

Докажемъ,  что  дифференцированіе  тождества  приводитъ  къ 
тооюдеству. 

Пусть  дано  тождество 

Т\х)  нн  0. 

Давая  перемѣнному  х  приращеніе  Л.г,  получимъ: 

1Хх-\-^=^0. 

Поэтому 

Дж'  +  Ла?)  —  ад  =  0;  -РСО .  :(); 


шп  о, 

Л  /  ---  0  //" 


(/■>' 


что  и  требовалось  доказать. 


§  117 .  Обратныя  круговыя  (циклометр.)  функціи. 
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§  117.  Обратныя  круговыя  (циклометрическія)  функціи. 

Обратными  круговыми  или  циклометрическими  функціями  назы¬ 
ваются  обратныя  тригонометрическихъ  функцій .  Такихъ  функцій 
шесть:  1)  агсзіпх  обозначаетъ  дугу ,  синусъ  которой  равенъ  х\ 
2)  агссозх  обозначаетъ  дугу ,  косинусъ  которой  равенъ  х\  3)  агсіапх 
обозначаетъ  дугу9  тангенсъ  которой  равенъ  х\  4)  агссоіх  обозна¬ 
чаетъ  дугу ,  котангенсъ  которой  равенъ  х;  5)  агсзссх  обозначаетъ 
дугу,  секансъ  которой  равенъ  х\  6)  агссозссх  обозначаетъ  дугу , 
косекансъ  которой  равенъ  х . 

Всѣ  эти  функціи  многозначны ,  т.-е.  имѣютъ  безчисленное  мно¬ 
жество  значеній  для  даннаго  значенія  перемѣннаго. 

Для  опредѣленности  подъ  агсзіпх  и  подъ  агсіапх  будемъ  раз- 

.  _  тт  .  тс 

умѣть  тѣ  дуги,  которыя  заключены  между — -  и  а  подъ  агсйозх 

и  Сі 


и  агссоіх — дуги,  заключенныя  между  — тт  и  -}-тт. 

Функціи  агсзіпх  и  агссозх  имѣютъ  вещественныя  значенія  только 
при  —  1  <  х  <  1 .  Функціи  агсзссх  и  агссозссх  имѣютъ  вещественныя 
значенія  только  при  |  х  |  >  1 .  Функціи  агсіапх  и  агссоіх  имѣютъ 
вещественныя  значенія  для  всѣхъ  вещественныхъ  значеній  пере¬ 
мѣннаго  х*). 

§  118.  Производная  агсзіпх.  Пусть  дана  функція 


у  ='  агсзіпх 


(а) 


Требуется  найти  ея  производную. 

Рѣшая  уравненіе  (а)  относительно  х ,  получимъ: 

х  —  зіпу . (*) 


Это  равенство  есть  тождество ,  если  подъ  у  разумѣть  функцію 
перемѣннаго  х,  опредѣляемую  уравненіемъ  (я).  Дифференцируя 
его  но  х  (§  НС),  находимъ  (форм.  75,  77): 


(Ізіпу 


(Ту ' 
(ІХ 


Опредѣлимъ  изъ  этого  уравненія 


(Іу 

(Іх 


сіу  _  _1_ 
(ІХ  созу 


*)  Подробности  о  круговыхъ  функціяхъ  см.  въ  курсахъ  тригонометріи. 
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Отсюда  по  уравненіямъ  (а)  и  (^)  получаемъ  искомую  произ¬ 
водную: 

сіагсзіпх  1 

. С81) 


(ІХ 


/і— х2 


§  119.  Производная  агссозх.  Требуется  найти  производную 
функціи 

у  =  агссозх . (а) 

Изъ  этого  уравненія  опредѣляемъ  х: 

х  =  созу . 


. ф 

Это  равенство  есть  тождество,  если  подъ  у  разумѣть  функцію 
перемѣннаго  х ,  опредѣляемую  уравненіемъ  (а).  Дифференцируя 
его  по  х  (§  116),  находимъ  (форм.  75,  78): 


1 


йсозу  сіу 


(1у 


(1у 


7  =  —  §гпу  у 
ах  ах 


Отсюда 


сіу 


или 


I ІХ 

сіагссозх 


згпу 


сіх 


/  1—х2 


(82) 


Примѣчаніе.  Сравнивая  производныя  агсзгпх  и  агссозх, 
мы  замѣчаемъ,  что  онѣ  отличаются  только  знаками.  Склады¬ 
вая  ихъ,  получимъ: 


сіагсзіпх  ,  сіагссозх 


сіх 


сіх 


о, 


пли  (§  108) 


~~  агсзіпх —0. 


Этотъ  результатъ  объясняется  тѣмъ,  что,  какъ  извѣстно  изъ 
тригонометріи,  двѣ  дуги,  для  одной  изъ  которыхъ  х  служитъ 
синусомъ,  а  другой  —  косинусомъ,  въ  суммѣ  составляютъ  а 


ТТ  (I  /тт\ 
2’ 


=  0  (§  107). 


§§  118 — 121 .  Производныя  обратныхъ  круговыхъ  функцій. 
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§  120.  Производная  агсіапх .  Требуется  найти  производную 
функціи 


у = агсіапх . .  .  .  .  (а) 

Изъ  этого  уравненія  опредѣляемъ  х: 

х  —  іапу . ([}) 


Разсматривая  х,  какъ  функцію  у,  опредѣляемую  уравненіемъ  (а), 
дифференцируемъ  это  тождество  по  х  (форм.  75,  79): 

1 (Папу  (Ту 1  (Ту 

сіу  сіх  сов2 у  (ІХ 


Отсюда  находимъ: 


(Ту 

сіх 


=  С082у. 


Но  со82у  =  1  /зёс2у  —  1/(1  ф-  Іап2у )  =  1/(1  -}-  #2);  слѣд., 

сіагсіапх 1 

сіх  \-\-х2 


(83) 


§  121.  Производная  агссоіх.  Требуется  найти  производную 
функціи 


у  =  агссоіх. 


Повторяя  разсужденіе  предыдущаго  §,  находимъ: 

х  —  соіу\ 


1  = 

(ІСОІЦ  (Ту 

1  (Іч 

(Ту  (Іх 

зіп2у  (ІХ 

сіу 

.  9 

1 

СІХ 

-  81П“У  — 

іЦ-Х2' 

(Т  агссоіх 

1 

(ІХ 

(84) 


Относительно  производныхъ  агсіапх  и  агссоіх  см.  примѣчаніе 

§  П9. 

§  122.  Показательная  функція.  Показательной  функціей  назы¬ 
вается  функція  ах,  гдѣ  а  ость  постоянное  число,  а  х> — перемѣнное. 

Смыслъ  выраженія  аѵ  для  раціональныхъ  значеній  х  указы¬ 
вается  въ  элементарной  алгебрѣ,  а  именно:  если  х  ость  цѣлое  по¬ 
ложительное  число,  то  аѵ  есть  произведеніе  х  множителей,  рав- 


- ...  - -  .  ..  ■  ...  .  Л,  ...  ,  . Г а - I В _ _  — .^.Д 
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пыхъ  а;  если  х  есть  положительная  дробь  т/п,  гдѣ  т  и  п  суть 
цѣлыя  числа,  то  ах=угат\  если  х  =  0,  то  а*=1;  если  х  есть 
отрицательное  число,  то  ах=1/а~х. 

Но  при  непрерывномъ  измѣненіи  перемѣнное  х  принимаетъ  и 
ирраціональныя  значенія.  Поэтому  нужно  указать  смыслъ  выра¬ 
женія  ах  для  ирраціональныхъ  значеній  х. 

Ирраціональное  число  опредѣляется,  какъ  общій  предѣлъ 
двухъ  послѣдовательностей  раціональныхъ  чиселъ,  обладающихъ 
слѣдующими  свойствами:  1)  каждое  число  первой  послѣдователь¬ 
ности  меньше  каждаго  числа  второй  послѣдовательности;  2)  числа 
первой  послѣдовательности  возрастаютъ  или,  но  крайней  мѣрѣ, 
но  убываютъ,  а  числа  второй  послѣдовательности  убываютъ  или, 
по  крайней  мѣрѣ,  но  возрастаютъ;  3)  въ  первой  послѣдователь¬ 
ности  нѣтъ  числа  наибольшаго ,  а  во  второй  нѣтъ  числа  наимень¬ 
шаго ;  4)  можно  найти  такія  два  числа,  изъ  которыхъ  одно  при¬ 
надлежитъ  къ  первой  послѣдовательности,  а  другое  —  ко  второй, 
что  разность  между  ними  будетъ  по  абсолютному  значенію  меньше 
произвольнаго  напередъ  заданнаго  числа. 

Числа  первой  послѣдовательности  служатъ  для  ирраціональ¬ 
наго  числа  приближенными  значеніями  съ  недостаткомъ,  а  числа 
второй  послѣдовательности  —  приближенными  значеніями  съ 
избыткомъ. 

Напр.,  у  2  есть  продѣлъ  послѣдовательностей: 

1;  1,4;  1,41;  1,414;  1,4142;  ....... 

2;  1,5;  1,42;  1,415;  1,4143; . 

Число  в  есть  предѣлъ  послѣдовательностей: 

3;  3,1;  3.14;  3,141;  3,1415; . 

4;  3,2;  3,15;  3,142;  3,1416; . 

Число  е  (§  104)  ость  продѣлъ  послѣдовательностей: 

2;  2,7;  2,71;  2,718;  2,7182; . 

3;  2,8;  2,72;  2,719;  2,7183: . 

Пусть  ирраціональное  число  х  служитъ  продѣломъ  послѣ¬ 
довательности  возрастающихъ  раціональныхъ  положительныхъ 
чиселъ 

.4  |,  Оу  2  5***М  а  Л’*’*  * 

и  предѣломъ  послѣдовательности  убывающихъ  раціональныхъ  по¬ 
ложительныхъ  чиселъ 


х 


.,  х 


122,  123 .  Показательная  функція. 
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По  указаннымъ  выше  свойствам!,  чиселъ  этихъ  послѣдова¬ 
тельностей  каждое  число  х'  первой  послѣдовательности  меньше 
каждаго  числа  х"  второй  послѣдовательности  и  можно  найти  та¬ 
кія  два  числа  хп  и  х"п,  что  разность  х"п  —  х'п  будешь  меньше 
произвольнаго  положительнаго  числа. 

Составимъ  двѣ  новыя  послѣдовательности  чиселъ: 


а  А,  а 

х" 
а  Л,  а 


х  , 


Можно  доказать,  что  обѣ  эти  послѣдовательности  стремятся 
къ  одному  и  тому  же  предѣлу,  при  чемъ  числа  одной  послѣдо¬ 
вательности  приближаются  къ  нему,  возрастая,  а  числа  другой 
приближаются  къ  нему,  убьівая. 

Этотъ  общій  предѣлъ  двухъ  указанныхъ  послѣдовательностей  при¬ 
нимается  за  значеніе  показательной  функціи  ах  при  х  ирраціональ¬ 
номъ  *). 

Такъ,  напр.,  подъ  символомъ  10^ 2  разумѣется  общій  пре¬ 
дѣлъ,  къ  которому  стремятся  послѣдовательности: 


1  1,4 

10  ;  10  ;  10 

2  1,5 

10  ;  10  ;  10 


1,41 

1,42’ 


10 

10 


1.414 

1.415 


10 

10 


1,4142 

1,414з’ 


Значенія  аТ  для  отрицательныхъ  значеній  показателя  опредѣ¬ 
ляются  условіемъ  а~х  =  1/ах  (.т^>0). 

§  123.  Свойства  функціи  ах.  Перечислимъ  свойства  показа¬ 
тельной  функціи  аѵ  при  а^>  1. 

1  свойство.  0. 

2  свойство.  аг>1  при  х^>0  и  ах <^1  при  #<0. 

3  свойство.  Функція  ах  возрастаетъ  вмѣстѣ  съ  х. 

4  свойство.  1іта*=1  при  х  —  0. 

5  свойство.  Функція  ах  непрерывна  при  всѣхъ  значеніяхъ  х. 
Если  х  есть  нѣкоторое  опредѣленное  значеніе  перемѣннаго  х 

и  1х  его  приращеніе,  то  соотвѣтственное  приращеніе  функціи  ас 

выразится  разностью  Л,г+^,г — Такъ  какъ 

х  4-  Ах  х  аТ  Ьх  1 1 
а  —  а  ===  а  Іа  —  1  ^ 

*)  Подробности  о  показательной  функціи  можно  найти  въ  книгѣ:  С.  Ви¬ 
ноградовъ.  Повторительный  курсъ  алгебры .  Гл.  XVI. 


141)  Глава  X.  Производная  функціи.  Дифференцированіе  функцій . 


и  по  4-му  свойству  1  і іи  '*  - 

Д#  =  0 

малымъ  по  абсолютному  значенію,  что 

|«  —  1  |<е/а  » 

гдѣ  г  есть  произвольное  положительное 
число.  При  такомъ  выборѣ  Да;  изъ  преды¬ 
дущаго  равенства  получимъ  неравенство 

I а  —а  |<г, 

которое  показываетъ  непрерывность  раз¬ 
сматриваемой  функціи  при  произвольному 
значеніи  х  (§  10). 

6  свойство.  Ііт  а*  =  00- 

Х  =  СО 


1 ,  то  можно  взять  Да?  настолько 


У 


7  свойство.  Ііт  «*  = 

х  —  —  оо 


0. 


8  свойство.  Уравненіе  а*  =  Ъ  0) 

имѣетъ  одинъ  только  вещественный  коренъ . 

По  свойству  7  можно  указать  такое 

число  а,  что  аа <^Ь. 

По  свойствамъ  3  и  б  можно  найти 
такое  число  [і>а,  что 

При  непрерыв¬ 
номъ  измѣненіи  х  отъ 
х  =  2  до  х  =  ^>  функ-  — 
ція  ах  возрастаетъ  и 
принимаетъ  всѣ  значе¬ 
нія  отъ  а* <^1)  до  а?^>Ъ 

(свойства  3  и  5).  Слѣд.,  для  одного  изъ  значеній  х ,  лежащихъ 
между  а  и  [і,  она  принимаетъ  значеніе,  равное  Ь  *). 


2 


1  О 

Черт.  47. 


х 


*)  Это  заключеніе  основано  па  слѣдующемъ  свойствѣ  непрерывной 
функціи:  если  функція  Да?)  непрерывна  въ  интервалѣ  (а,  Ъ),  а  значенія  ея 
Да)  и  /\Ь)  для  концовъ  интервала  имѣютъ  противоположные  знаки,  то  ме¬ 
жду  а  и  Ь  имѣется,  но  крайней  мѣрѣ,  одно  число  с,  обладающее  тѣмъ  свой¬ 
ствомъ,  что  Дс)  —  0. 

Это  предложеніе  совершенно  ясно  съ  точки  зрѣнія  геометрической: 
графикъ  функціи  /'(г)  въ  интервалѣ  (а,  Ь)  есть  непрерывная  кривая,  иду¬ 
щая  отъ'  точки,  опредѣляемой  координатами  х  —  а,  у  —  Да),  до  точки,  онрѳ- 
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Все  сказанное  можно  резюмировать  слѣдующимъ  образомъ: 
при  непрерывномъ  измѣненіи  перемѣннаго  х  отъ  — 00  до  -{-00 
функція  ах  (а>  1)  непрерывно  возрастаетъ  отъ  0  до  00. 

Обозначивъ  функцію  аѵ  черезъ  у  и  принявъ  х  и  у  за  прямо¬ 
угольныя  координаты  точки  на  плоскости,  можно  построить  гра¬ 
фикъ  показательной  функціи,  т.  -  о.  кривую,  опредѣляемую 
уравненіемъ 

у  =  ах. 

На  черт.  47  изображены  двѣ  кривыя,  изъ  которыхъ  сплош¬ 
ная  линія  представляетъ  кривую  х  —  сх,  а  пунктирная — кри¬ 
вую  ?/=1СК 

§  124.  Логариѳмъ.  По  доказанному  въ  предыдущемъ  §  (свой¬ 
ство  8)  уравненіе 

а''  —  х 


при  1  и  #>0  имѣетъ  одинъ  вещественный  корень.  Онъ  на¬ 
зывается  логариѳмомъ  числа  х  при  основаніи  а  и  обозначается  зна¬ 
комъ  1'оуах,  такъ  что 

у  =  Іодах,  а°9аХ—х. 

Опредѣленіе  логариѳма  показывает!,,  что  логариѳмъ  сетъ  функ¬ 
ція ,  обратная  показательной. 

Изъ  свойствъ  показательной  функціи  слѣдуетъ,  что  Іѳуах  при 
а  >  1  и  х^>0  есть  возрастающая  функція,  непрерывная  при  всѣхъ 
значеніяхъ  х  за  исключеніемъ  #  =  0. 

Въ  теоретическихъ  изслѣдованіяхъ  употребляются  обыкно¬ 
венно  логариѳмы  при  основаніи  с  (§  104);  они  называются  нату¬ 
ральными  или  неперовыми  и  въ  дальнѣйшей!,  обозначаются  сим¬ 
воломъ  Іод  безъ  указанія  основанія;  въ  практическихъ  вопросахъ 
употребляются  обыкновенно  логариѳмы  при  основаніи  10,  ко¬ 
торые  называются  десятичными. 

Графикъ  логариѳмической  функціи  (черт.  48)  представляетъ 
кривую,  симметричную  графику  показательной  функціи  относи- 


дѣляемой  координатами  х=Ъ,  у  =  /'(Ь).  Пусть  /(а)  <  0  и  /“( Ь)  >  0.  Въ  такомъ 
случаѣ  первая  изъ  указанныхъ  точекъ  лежитъ  въ  области  отрицательныхъ 
ординатъ,  а  вторая— въ  области  положительныхъ  ординатъ.  Кривая,  соеди¬ 
няющая  эти  точки,  должна  перейти  изъ  первой  области  во  вторую,  т.-е. 
пересѣкать  ось  х ,  раздѣляющую  эти  области.  Но  для  точекъ  оси  х  орди¬ 
ната  равна  нулю;  слѣд.,  между  а  и  Ь  имѣется  такое  число  с,  что  /(с)=0. 
Свойство  8  является  результатомъ  приложенія  этой  теоремы  къ  функціи 
а*  —  Ь. 

Аналитическое  доказательство  указанной  теоремы  можно  найти  въ  книгѣ: 
А.  Власовъ.  Курсъ  высшей  математики.  Т.  I,  стр.  291  и  слѣд. 
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только  равнодѣдящей  координатнаго  угла,  и  можетъ  быть  по¬ 
лученъ  вращеніемъ  плоскости  графика  функціи  ах  на  180°  около 
равнодѣлящей  координатнаго  угла;  при  этомъ  вращеніи  оси 
координатъ  мѣняются  ролями. 

§  125.  Производная  показательной  функціи.  Пусть 

у  =  ах . 


Давая  перемѣнному  х  приращеніе  Хх  и  обозначая  соотвѣт* 
ственное  приращеніе  функціи  у  черезъ  Ду,  находимъ: 

.  х  хГ  Да?  1"| 

Ду  =  а  — а  =  а  —  1 

Отсюда  черезъ  дѣленіе  на  Да;  получимъ: 

А  Д#  1 

Ду  ха  —  1 
Гх~а  Ьх~' 


Для  опредѣленія  производной  переходимъ  къ  предѣлу  при 
1х  =  0: 

Лу  Ьу  «Л'—  1  х  аЛ'—  1 

=  1 1 ііі  *  Ііиі  а®  — т - —  ах  І11П  — г - • 


^ х  Да;  =  0*^г;  Да; 


0 


Да; 


Д.г  =  0 


Д.г 


$  125.  Производная  показательной  фрикціи. 


из 


\х 

Такъ  какъ  Ііт  а  —  1 


(§  123),  то  можно  положить 


1х 

а 


1 

п ’ 


при  чемъ  при  стремленіи  1х  къ  нулю  число  п  возрастаетъ  до  ОО. 
Взявъ  логариѳмъ  обѣихъ  частей  послѣдняго  равенства,  находимъ: 


Поэтому 
Ли 

=  а* 
ах 


\ѵ  Ііт  — —  д=авЛіт  — - — -• 

»  =  ОО пІоди  ( 1  +і)  п  —  00  Іода  ( 1 


Отсюда  (§§  103,  124,  104)  получаемъ: 


или 

(Іаѵ  ах 
(Іх  Іодас 


Эта  формула  содержитъ  Іодас,  т.-е.  лоЬариѳмъ  постояннаго 
числа  с  при  основаніи  а,  которое  можетъ  быть  различно  въ  раз¬ 
личныхъ  вопросахъ.  Примѣненіе  ея  потребовало  бы  вычисленія 
логариѳма  е  при  различныхъ  основаніяхъ.  Это  неудобство  молено 
устранить  преобразованіемъ  полученной  формулы  такъ,  чтобы 
въ  нео  входилъ  логариѳмъ  при  основаніи  с. 

Замѣтивъ,  что,  по  опредѣленію  логариѳма,  с  =а возьмемъ 
логариѳмы  обѣихъ  частей  этого  равенства  при  основаніи  с: 


Отсюда  получимъ: 


1  —  1»0ас  •  % С1' 


1 


Іод  а . 


При  помощи  этого  соотношенія  для  производной  ах  находимъ 
слѣдующее  выраженіе: 


(Іах  _ 

^=ах1°Уа 


(85) 
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Полагая  въ  этой  формулѣ  а  =  е ,  находимъ: 

(ІСХ 

0х~еХ . 


(86) 


§  120.  Производная  логариѳма.  Для  нахожденія  производной 
Іодах  воспользуемся  тѣмъ,  что  логариѳмъ  и  показательная  функ¬ 
ція  суть  функціи  обратныя  другъ  другу.  Если 

у  =  Іода  х, 


Дифференцируя  это  равенство  но  х ,  находимъ  (форм.  76,  85,  75): 


отсюда 


1  =  сѵ> .  Іод  а 


сіу  _  1 
(Іх  Іода 


1 

цу' 


сіу 

•  Іх' 

1 

Іода 


1 

х 


Итакъ, 


(I  Іод(1х  __  1 

сіх  хіод  а 


(87) 


Въ  частномъ  случаѣ,  когда  а  — с,  формула  упрощается: 


Ліодх 

(Их 


1 

X 


г 


(88) 


§  127.  Логариѳмическое  дифференцированіе.  Между  произ¬ 
водными  данной  функціи  и  ея  логариѳма  существуетъ  весьма 
простая  зависимость. 

Пусть  у—1 (х).  Вычисляя  производную  Іоду ,  находимъ 
("форм.  75,  88): 

( Иоду (Иоду  йу 1  ііу 

(ІХ  ііу  I Іх  у  СІХ ’ 

отсюда  имѣемъ: 

(Іу  (Пост 

~г  =г  У  — > 

(ІХ  с Іх 


т.-е.  производная  функціи  равна  произведенію  функціи  на  пронзвод 
ную  ея  неперова  логариѳма , 
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Этой  связью  между  производными  функціи  и  ея  логариѳма 
иногда  пользуются  для  вычисленія  производной  данной  функціи: 
сначала  находятъ  производную  логариѳма  данной  функціи,  а  по¬ 
томъ,  умноженіемъ  на  самую  функцію,  опредѣляютъ  ея  произ¬ 
водную.  Такой  пріемъ  вычисленія  производной  называется  лога - 
атомическимъ  дифференцированіемъ. 

Примѣръ  1.  Требуется  найти  производную  функціи 


1^2**' 

•••«» 

Л- 

...ѵт 

гдѣ  и  и  ѵ  со  значками  обозначаютъ  функціи  х. 
Возьмемъ  логариѳмъ  функціи  у: 


Ьщу  =  Іо(]ил  -|-  Іоди2  +  Іодип— 
—ІЭдѵ !  —  %®2  — ...  —  Іодѵт. 


Дифференцируя  это  равенство,  находимъ: 


Отсюда  легко  опредѣлить  производную  функціи  у. 
Примѣръ  2.  Требуется  найти  производную  функціи 


У  = 


гдѣ  и  и  ѵ  суть  функціи  х. 

Данная  функція  представляетъ  т.  и.  слооісную  функцію;  общія 
правила  дифференцированія  такихъ  функцій  будутъ  указаны 
ниже.  По  производную  ея  легко  найти  при  помощи  логариѳми¬ 
ческаго  дифференцированія. 

Взявъ  логариѳмъ  у ,  находимъ: 


Іоду  -  ѵіоди. 


Дифференцированіе  этого  равенства  даетъ  (фор.  75,  88): 


отсюда  находимъ: 


ДифіІ-.  и  пнтегр  исчисленія. 


10 
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Упражненія. 

1-  — 8*+1)==3(**-1). 

2-  ^  *  О —*)2= (!-*)(!  —  Зх). 

3.  —  (1-}-а:)т(1 — ,г)п=(1 -}-т)т_1  (1 - х)п~  1  |  (т - и)  —  (т  (-»)'г  | 

4  х  _  1+*2 

(Іх  і— д-2- (1— ж2)2  - 

г>  ^  а-"1  ■гт-1  { т — (/п — »)#} 

</аг(1 — а;)'-.  (1— а;)п+1 

6.  —  Ѵ\^=  —  ■  і=- 

(Іх  2,/ 1  — х* 


7-  т/а*-х* 


X 


X 


Уа2—х2' 
а 2 


V  8.  4  / _ _ - _ 

(ІХ  у/ а-—Х2  (а2_я2)3 - 

у  ».  Уё^ш+т^ 


е  \г 


Л 


=  1  /  а  ,  Ъ  ,  с  )  /  # 

2  \а-|-а#  Ъ-\-$х  ‘  с-^-ухІ  \  (а-\-сіх)  (6 -|-  рл?)  (с -{-ух) 


<*  . 

I  11.  -3"  81П'ЛХ=т  81 
ах 


8ІПт~*ХС08Х. 


1 2.  —  8іптх  =  тсозтх. 

у;  13.  ~  С082 2х  —  —  2$гю4л\ 
ах 

14.  ~  1ап2х  =  2(апх .  8(?с2х. 
ах 

15.  ~  =  2 іапх  .  8('С2х. 

ах 

Объяснить  тождество  результатовъ  въ  упражненіяхъ  14  и  15. 


Упражненія . 
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16.  ( 2х-\-8іп2х)=4со82х . 


с/л; 

с/ 

(/л? 


17.  с?о$ш(а -|- 6л;)  =  —  тбсо^т^а  -|-  6;с)$гн(а-1-  6л;). 

3 

$т4л;* 


18.  —  (Ъсоіх  4-  со13х)  — - т~т  , 

СІХ  4  х  ож*г 


19.  $шал; .  зігіЬх—асозах  .  змбл;  4-  Ъзіпах .  созЪх. 

СІХ 


20.  а$т2л;4-Йсо*2л;  =  — -/4  г'- 

йл?  2  [/  а$г!г2л;--{-  [іеоз2#* 


(а  —  §)зіп2х 


</  .  1 
21.  —  агсзгп 

(Іх  *  л; 


1 


Я|/х2-Г 

с7  1  1 

22.  -г-  агссоз  = — т=--.- . 

с/л;  л;  л-|/  ^2_і 

23.  у-  [сшягюл?  -|-  агсзіп  |  1  — л;2]  =  0._  Объяснить  результатъ . 
с/ 

24.  -7-  агсзіп 
ах 


х 


25. 

26. 
27. 


4? 

с/л; 

с/ 


с/л; 


у/Г-|-;Гг 

\-\-х 2‘ 

2х 

2 

\—хі  і  _!-**• 

-*Н 

1 - дт2 _ 

2 

28.  ^  ]  2 агсіап 

йх  \ 


I  Г  а  —  6  *'Ц  /а2— Ь» 

[  |/  я  +  б  2  ] )  а+Ьсояс 

<?  (  1  А  1 - Я-2  \  _  /"Й-М _ 1 _ 

•  тА7^агсш  у  I +&пу 


ол  '/  .  Л?-|-1  1 

30.  —  агтп  ,  г~-—~ - - — —, 

(Іх  |/  2  |/ 1— 2л;— л;2 

о,  <1 

31.  ^-е',х  =  аепх. 

Их 


32.  —  ех  =  2лгел 
ах 


10* 
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33.  -г-  е*іп*=созх  .  е',пх. 
ах 

34- 

35.  Іодзіпх—ѵоіх. 


30.  --  Іодіапх  —  2созёс2х . 
37.  1 


с/д;  *  1  #  ^ X 

х  х-\-  |/ 1 


38.  -%-Іод 


(Іх  1  |/л;2_[-1  —  а-  л:  |  1 

39.  ~  епхсо!>Ъх  =  е^асозЬх  —  ЪзіпЪх'). 


40-  ^{%[*+,/ж2_а’]+ 


1  х  — I |—  п 
агссо.ч  і~—  1  / 

л*  I/  я  —  а 


я  ,  X 


41  •  (ІХ  І0д1аП  !  -Т  +  -9  г=— • 


і 


X  I  X 

а 


С08Х 


42. 


±л±х. 

(ІХ  |/ 

(I 


V  (1  +  *2)8 


<  у>’  игсіапх 


43.  ---  ж*  =  .г  с(  1  -|-  /о//.г) . 


(1  (  і  ,  8І»Х] 

44  х,іпве=^Х’і1,х{  С08Х  .  І0(/Х-\ -  V. 

«•  й  (»г=”(^П> 

4с- 

.  _  (I  (в*)  е* 

47.  1-е 4  -==с*.е  • 
их 

48.  4-  ж**  =  я*”-**  і(%*02  +  %-*;  +  -  }• 

«а:  I  л  ] 
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'  (I  ъ  і  1  —  Іопх 
49.  —  х  —  х  ** 


(ІХ 


х й 


гг.  Л  Г  \  7  Ч*  {аЛ~^ХУ\  Ъх  _  ,  ,  1 

50-  ^(а+6л° 


ГЛАВА  XI. 

Дифференціалъ.  Возрастаніе  и  убываніе  функцій.  Производ¬ 
ныя  и  дифференціалы  высшихъ  порядковъ.  Приложеніе  первой 
и  второй  производной  къ  изслѣдованію  измѣненія  функціи. 

§  128,  Безконечно  малыя  различныхъ  порядковъ.  Въ  §  9(5 
было  дано  опредѣленіе  безконечно  малаго  числа,  какъ  перемѣн¬ 
наго,  стремящагося  къ  предѣлу,  равному  нулю.  Но  стремленіе 
къ  нулю  можетъ  быть '  весьма  различно,  и  это  обстоятельство 
даетъ  поводъ  къ  сравненію  безконечно  малыхъ  между  собою. 
Сродствомъ  для  этого  служитъ  вычисленіе  предѣла  ихъ  отношеній 
другъ  къ  другу. 

Пусть  о.  и  т  два  безконечно  малыхъ  числа.  Если  предполо¬ 
жить,  что  отношеніе  а  къ  т  имѣетъ  продѣлъ,  то  могутъ  встрѣ¬ 
титься  три  случая:  1)  Ііт  а/т  =  коночи.  чис.,  2)  Ііт  а/г  =  0  и  3) 
Ііт  з/т  =  со. 

Въ  первомъ  случаѣ  а  и  т  называются  безконечно  малыми  оди¬ 
наковаго  порядка ;  во  второмъ  о  называется  безконечно  малымъ 
высшаго  порядка ,  чѣмъ  т,  или  безконечно  малымъ  относительно  т; 
въ  третьемъ  случаѣ  з  называется  безконечно  малымъ  низшаго 
порядка ,  чѣмъ  т,  или  безконечно  большимъ  относительно  т. 

Напримѣръ,  зіпх  и  х  при  стремленіи  х  къ  нулю  суть  безко¬ 
нечно  малыя  одинаковаго  порядка,  потому  что  Ііт  8Іпх/х=  1  (§  104); 

х  =  0 

ж2  при  стремленіи  х  къ  нулю  есть  безконечно  малое  высшаго  по¬ 
рядка,  чѣмъ  х,  потому  что  Ііт  х2/х  =  1іт  #=0;  \/* х  при  стремло- 

х  =  0  а?  =  0 

ніи  х  къ  нулю  есть  безконечно  малое  низшаго  порядка,  чѣмъ  х , 
потому  что 

Ііт  Ііт  \!\^х  —  СО- 

х  =  0  х  =  0 
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Одно  изъ  безконечно  малыхъ,  разсматриваемыхъ  совмѣстно, 
принимаютъ  за  главное  и  называютъ  его  безконечно  малымъ  пер¬ 
ваго  порядка,  а  всѣ  остальныя  сравниваютъ  съ  главнымъ. 

Пусть  изъ  двухъ  безконечно  малыхъ  а  и  т  послѣднее  при¬ 
нято  за  главное. 

Если  можно  найти  такое  положительное  число  ж,  что 


гдѣ  А  есть  опредѣленное  конечное  число,  то  число  а  назы¬ 
ваютъ  безконечно  малымъ  пѵаго  порядка. 

Наприм.,  при  стремленіи  х  къ  нулю  8Іпх  есть  безконечно  ма¬ 
лое  перваго  порядка  относительно  х ,  потому  что  Ііт  зіпх/х— 1; 

х  =  0 

х2  есть  безконечно  малое  второго  порядка  относительно  я;,  потому 

что  Ііт  х2!х2  —  \\  х  есть  безконечно  малое  порядка  1/2,  потому 
#  =  0 


что  Ніи  ]/" х/х^  —  1]  1 — со8х  есть  безконечно  малое  второго  порядка 

х  =  0 

относительно  х ,  потому  что 


Ііт  - 


1 - С08Х 


-ІІШ 


1 - С08*Х 


Ііт 


X-  ж=0жгС1Т6'ОА'‘г:)  1+С08Х 


8ІПХ 


=  '2  (см-  § 1о4)- 


Если  а  есть  безконечно  малое  ж-'120  порядка  относительно  т, 
то  но  равенству  (а) 

а  =  Л>п'-^-ггп,  гдѣ  Ііще  — 0. 


Произведеніе  Лхт  называется  главной  частью  а,  а  гтш — допол¬ 
нительной ;  дополнительная  часть  безконечно  мала  сравнительно 
съ  главной. 

§  129.  Дифференціалъ.  Пусть  у  —  ({х)  есть  функція  пере¬ 
мѣннаго  х.  Но  опредѣленію  производной  (§  105)  имѣемъ: 


Ііш 

.  Дд;~0 


•V/ 

Ах 


Г  (*), 


гдѣ  Ах  и  Ау  суть  соотвѣтственныя  приращенія  перемѣннаго  и 
функціи. 

Изъ  написаннаго  равенства  слѣдуетъ,  что 


г  или  ДУ==/‘'С*0Д*+ гД*> 
1х 


при  чомъ  Ііт  е  =  0  (§  96). 
4ІГ=0 


$  129 .  Дифференціалъ. 
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Если  Ах  есть  безконечно  малое,  то  и  Ау  есть  безконечно  ма¬ 
лое.  Такъ  какъ,  вообще,  і'(х)  есть  число  коночное,  то  предыду¬ 
щія  формулы  показываютъ,  что  приращенія  перемѣннаго  и  функ¬ 
ціи  суть,  вообще,  безконечно  малыя  одинаковаго  порядка,  и  что 
главная  часть  приращенія  Ау  равна  (\х)Ах,  а  дополнительная 
равна  гАх. 

Главная  часть  приращенія  Ау  называется  дифференціаломъ 
функціи  у  и  обозначается  знакомъ  сіу .  Такимъ  образомъ: 

Лц  =  Пх-)\х. 

Если  въ  этой  формулѣ  положить  у  —  х ,  то,  принимая  во  вни¬ 
маніе,  что  въ  этомъ  случаѣ  {'(х)  —  1 ,  получимъ: 

Ах  —  Ах\ 

Ах  называется  дифференціаломъ  перехмѣннаго.  Дифференціалъ  Ах 
перемѣннаго  х  ость  его  приращепіе;  онъ  не  зависитъ  отъ  х  или, 
другими  словами,  есть  постоянное  число  относительно  х.  Диффе¬ 
ренціалъ  функціи  ость  произведеніе  ея  производной  на  диффе¬ 
ренціалъ  перемѣннаго: 

Ау  ~('(х)Ах  или  Ау^у'Лх . (89) 

Зная  геометрическое  значеніе  производной  (§  106),  легко  обна¬ 
ружить  геометрическое  значеніе  дифференціала  функціи.  Пусть 
(черт.  46)  на  кривой  у  =  {(?с)  взяты  точки  М(х,у )  и  АГ(а;-{- Ля, 
у-\-Ау').  Опустивъ  изъ  точекъ  М  и  ЪГ  перпендикуляры  на  ось  х, 
построивъ  касательную  къ  кривой  въ  точкЬ  М  и  проведя  изъ 
этой  точки  прямую  ІІД),  параллельную  оси  х ,  находимъ: 

Ах=.1Ч\  =  М(і\  Ау=дМ'=(38+№']  (28=М(Э  Іап  ЦМ&. 
Но  іап  (}М8={'(х')\  слѣд., 

т.-е.  (^8  изображаетъ  дифференціалъ  функціи.  Такимъ  образомъ 
выяснилось  геометрическое  значеніе  дифференціала  функціи: 
дифференціалъ  функціи  у  =  /*(#)  представляетъ  приращеніе  орди¬ 
наты  касательной  къ  кривой  у  —  ((х)  въ  точкѣ  (х, у)  при  переходѣ 
отъ  абсциссы  х  къ  абсциссѣ  х-\-Аі\ 

§  130.  Производныя  и  дифференціалы  высшихъ  порядковъ. 
Производная  производной  данной  функціи  называется  производной 
второю  порядка  или  второй  производной  этой  функціи.  Производная 
второй  производной  данной  функціи  называется  производной  третьяго 
порядка  или  третьей  производной  этой  функціи  и  т.  д . 
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Въ  соотвѣтствіе  съ  этими  названіями  производная  функціи 
получаетъ  названіе  производной  правопорядка  или  первой  произ¬ 
водной. 

Производныя  2-го,  3-го,  4-го,  5-го,  . . . ,  п-го  порядка  функціи 
у  обозначаются  соотвѣтственно  символами:?/",  у"\  уІѴ,  уѵ, _ ,  ?/(п). 

Дифференціалъ  дифференціала  данной  функціи  называется  диф¬ 
ференціаломъ  второго  порядка  или  вторымъ  дифференціаломъ  этой 
функціи .  Дифференціалъ  второго  дифференціала  данной  функціи 
называется  дифференціаломъ  третьяго  порядка  или  третьимъ  диффе¬ 
ренціаломъ  этой  функціи  и  іп.  д. 

Дифференціалъ  функціи  получаетъ  названіе  дифференціала 
перваго  порядка  или  перваго  дифференціала. 

Дифференціалъ  п-го  порядка  обозначается  символомъ  ( Іп ,  при¬ 
соединеннымъ  къ  обозначенію  функціи.  Напр.,  дифференціалъ 
второго  порядка  функціи  у  обозначается  символомъ  (Ру,  диффе¬ 
ренціалъ  п-го  порядка  той  же  функціи  обозначается  символомъ  (Ру. 

Но  опредѣленію  дифференціала  имѣемъ  (форм.  89): 

(Ру  —  (Цу'сіх)  =  (у  (ІХ)'(ІХ\ 

по  правилу  дифференцированія  произведенія  (§  109)  находимъ: 
{у'(1х)'  =  уп(1х  +  у\йхф. 


По  (Іх  ость  постоянное  число  относительно  х  (§  129);  слѣд., 
((1хУ=0  (§  107).  Поэтому  для  второго  дифференціала  функціи  у 
получаемъ  слѣдующее  выраженіе: 

<  ( Ру  =  у"(1х 2, 

гдѣ  (Іх2  =  ^(1х)2.  Раздѣливъ  обѣ  части  этого  равенства  на  < Іх 2, 
находимъ  новый  символъ  для  обозначенія  второй  производной: 


(Р 
( Іх 2 


Символъ 


(Ру  (Ту 

~~  аналогиченъ  символу  введенному  для  обо¬ 


значенія  первой  производной  (§  105). 

Тѣмъ  же  способомъ  получаются  слѣдующія  выраженія  для 
третьяго,  четвертаго, . .  .  .  ,  п-го  дифференціала  функціи  у\ 


іРу  —  у"(Іх3,  (Ру  =  іфху)  (Іх4,  .  . .  ,  (І'у  —  у^&х*. 


Изъ  этихъ  равенствъ  получаемъ  для  обозначенія  п-ой  произ- 
(Ру 

водной  символъ:  - — 

(ІХЛ  *’ 
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Приведемъ  примѣры  вычисленія  производныхъ  высшихъ  по¬ 
рядковъ. 

Примѣръ  1.  Если  у—х"\  то  г]—мхт~1,  у"=т(т — 1)  х'"~2, . .., 
2/00  =  т(;пі  —  1)  .  .  .  (м  —  п  1)  #"_п. 

Если  ш  есть  натуральное  число,  то  этотъ  рядъ  производныхъ 
конеченъ,  такъ  какъ 

у(,и)  —  тю(м  —  1)  ....  2  .  1,  у0и+1)  —  0. 


2.  Если  у~8ІПХ ,  то 

у  =  у*  =  $іп  (х  -{-  2  .—),... .  , 

у^)=г.8ІП 

3.  Если  у  =  ах,  то 

у  =ах .  Іоуа ,  у"  =  ах(1оуа )2, . . . ,  у (л)  ==  ах(Іоуа)п . 

Іісѣ  производныя  функціи  равны  сг. 

4.  Если  у  =  Іоух ,  то 

у'  =  1/х ,  у'——  1/х2,  у"  = 1  .  2/я3,...,  2/(">  — I)"-1 1 . 2. -О— 1)  #~п. 

§  131.  Возрастаніе  и  убываніе  функцій.  Пусть  дана  функція 

у = л*)- 

Приращеніе  Ду  ея  выражается  формулой  (§  129): 

Ду  =  /'(^)Л.г (1  і іи  5  =  0  при  Д#  =  0). 

Изъ  сказаннаго  въ  §§  128  и  129  слѣдуетъ,  что  при  доста¬ 
точно  маломъ  ;  Дя  |  второй  членъ  второй  части  написанной  фор¬ 
мулы  не  можетъ  оказать  вліянія  на  знакъ  всей  второй  части,  и 
что  знакъ  Ду  совпадаетъ  со  знакомъ  произведенія  (\х)\х. 

Поэтому,  если  при  Д#>0  производная  {'(х)  положительна,  то 
и  приращеніе  Ду  функціи  положительно,  т.-е.  функція  у  возра¬ 
стаетъ  вмѣстѣ  съ  х\  если  же  производная  (\х)  отрицательна ,  то 
и  приращеніе  Ду  функціи  отрицательно ,  т.-е.  функція  у  убываетъ 
при  возрастаніи  х. 

При  Д#<^0  отрицательному  значенію  производной  Г0*0  соот- 
вѣтствуеть  возрастаніе  функціи,  а  положительному  значенію  про¬ 
изводной — убываніе  функціи. 

Такимъ  образомъ  устанавливается  слѣдующая  связь  между 
возрастаніемъ  или  убываніемъ  функціи  и  знакомъ  ея  произвол- 
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ной:  если  для  нѣкотораго  значенія  х  производная  ('(х )  функціи  /"(.г) 
положительна ,  то  /’( х )  возрастаетъ  при  возрастаніи  х  отъ  этого 
значенія;  если  эісе  для  нѣкотораго  значенія  х  производная  (х)  отри¬ 
цательна,  то  Д х )  убываетъ  при  возрастаніи  х  отъ  этого  значенія. 

Сказанному  можно  дать  геометрическое  толкованіе. 

Если  принять  х  и  у  за  прямоугольныя  координаты  точки  на 

плоскости,  то  уравненіе  у  =  {(х) 
опредѣлить  на  плоскости  нѣкото¬ 
рую  кривую  (§  18),  а  {'(х)  пред¬ 
ставить  значеніе  тангенса  угла, 
который  образуется  касательной 
къ  этой  кривой  въ  точкѣ  (я,  у ) 
съ  положительнымъ  направленіемъ 
оси  х  (§  106).  Если  Г(л:)>>0,  то 
этотъ  уголъ  или  острый ,  или  ра¬ 
венъ  суммѣ  тг  и  остраго  угла;  въ 
этомъ  случаѣ  ордината  кривой 
возрастаетъ  при  возрастаніи  абс¬ 
циссы  (черт.  49).  Если  /*'0*0<0, 
то  уголъ  касательной  въ  точкѣ  ( х ,  у )  съ  осью  х  либо  тупой , 
либо  равенъ  суммѣ  т.  и  тупого  угла;  въ  этомъ  случаѣ  ордината 
кривой  убываетъ  при  возраста¬ 
ніи  абсциссы  (черт.  50). 

§  132.  Махітит  и  тіпітит 
функціи.  Пусть  дана  функція 
/’(я),  непрерывная  въ  интервалѣ 
(а  —  Л,  гдѣ  1і^>  0,  и 

имѣющая  производную  /*'  (я), 
которая  также  непрерывна  въ 
этомъ  интервалѣ. 

При  изслѣдованіи  измѣненія 
функціи  {(х),  когда  х  возра¬ 
ста  отъ  отъ  а  —  Л  до  а-\-1і ,  мо¬ 
гутъ  представиться  слѣдующіе 
случаи:  1)  производная  (\х) 
данной  функціи  имѣетъ  либо 
положительныя ,  либо  отрица¬ 
тельныя  значенія  для  всѣхъ  зна¬ 
ченій  х ,  заключенныхъ  въ  ин¬ 
тервалѣ  (а — 1і,  2)  произ¬ 

водная  /’,(лг),  измѣняясь  ленрерывно  при  измѣненіи  х  отъ  а — А 
до  а-\-к,  при  х=а  обращается  въ  нуль  и  переходитъ  при  этомъ 
отъ  положительныхъ  значеній  къ  отрицательнымъ  или,  наоборотъ, 
отъ  отрицательныхъ  значеній  къ  положительнымъ ;  3)  производная 
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{'(х),  обращаясь  при  х=а  въ  нуль ,  но  мѣняетъ  при  этомъ  своего 
знака,  т.-е.  имѣетъ  значенія  одинаковаго  знака  для  значеній  я-, 
заключенныхъ  въ  каждомъ  изъ  интерваловъ:  (а — А,  а )  и  (а,  а-\-1і ). 
Въ  первомъ  случаѣ  функція  { От)  при  измѣненіи  х  отъ  а  —  А  до 
либо  постоянно  возрастаетъ ,  либо  постоянно  убываетъ  (§  131). 
Въ  томъ  и  другомъ  случаѣ  измѣненіе  функціи  называется  моно¬ 
тоннымъ.  Черт.  51  представляетъ  теченіе  графика  функціи  въ 
случаѣ  ея  возрастанія  въ  интервалѣ  (а  —  А,  а  -|-  А). 


Разсмотримъ  второй  случай.  Положимъ,  что  {'(х)  при  измѣне¬ 
ніи  х  отъ  а — А  до  а  имѣетъ  положительныя  значенія,  при  х=а 
обращается  въ  нуль,  а  при  измѣненіи  х  оть  а  до  прини¬ 

маетъ  отрицательныя  значенія.  При  этихъ  условіяхъ  въ  интер¬ 
валѣ  (а — А,  а)  функція  ?(х)  возрастаетъ,  а  въ  интервалѣ  ( а , 
она  убываетъ  (§  131).  При  х=а  происходитъ  смѣна  возрастанія 
на  убываніе  и  функція  достигаетъ  своего  наибольшаго  значенія 
или  своего  тахітит  въ  интервалѣ  (а  —  А,  а -[-А). 

Если  /*'(&)  имѣетъ  отрицательныя  значенія  при  измѣненіи  х 
отъ  а — Л  до  а,  обращается  въ  нуль  при  х=а ,  а  при  измѣненіи 
х  отъ  а  до  а-\-1і  получаетъ  положительныя  значенія,  то  функція 
/*( х )  въ  интервалѣ  (а — А,  а)  убываетъ,  а  въ  интервалѣ  (а,  а-{-А) 
возрастаетъ  (§  131).  При  х—а  происходитъ  смѣна  убыванія  на 
возрастаніе  и  функція  достигаетъ  своего  наименьшаго  значенія 
или  своего  тіпітит  въ  интервалѣ  (а  —  А,  а-\-/і). 

Чертежъ  52  представляетъ  течеиіо  графика  функціи  /*( х )  въ 
интервалѣ  ( а  —  А,  а-\-  А)  въ  случаѣ  тахітит  при  х  =  а.  Кривая 
у  —  для  х=а  имѣетъ  ординату  РЛ/,  большую  сосѣднихъ 
слѣва  и  справа.  Касательная  къ  кривой  въ  точкѣ  М  парал¬ 
лельна  оси  х ,  такъ  какъ  /’'(а)  =  0;  касательная  въ  точкѣ  ЛР  съ 
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абсциссой  а  —  А  *)  образуетъ  съ  осью  х  острый  уголъ,  такъ  какъ 
(\а —  А)>0,  а  касательная  въ  точкѣ  ІІІ"  съ  абсциссой  а  -\-Ъ, 
образуетъ  съ  бсью  х  тупой  уголъ,  такъ  какъ  Да-^ЛХО  (§  106). 

Чертежъ  53  представляетъ  теченіе  графика  функціи  {(х)  въ 
интервалѣ  (а  —  Л,  въ  случаѣ  т'пітит  при  х-=а.  Кривая 

у  =  }\х)  для  х  —  а  имѣетъ  ординату  ГМ,  меньшую  сосѣднихъ 
слѣва  и  справа.  Касательная  къ  кривой  въ  точкѣ  М  параллельна 
оси  .г,  такъ  какъ  /,(а)= 0;  касательная  къ  кривой  въ  точкѣ  Ж  съ 
абсциссой  а  —  А  образуетъ  съ  осью  х  тупой  уголъ,  такъ  какъ 
Г  (а  —  А)<^0,  а  касательная  въ  точкѣ  ]\Г  съ  абсциссой  а-\-1і  обра¬ 
зуетъ  съ  осью  х  острый  уголъ,  такъ  какъ  /'(а-)- А)^>0. 


Разсмотримъ,  наконецъ,  третій  случай.  Такъ  какъ  производ¬ 
ная  (Xх)  имѣетъ  одинаковый  знакъ  и  для  значеній  х  въ  интер¬ 
валѣ  (а  —  А,  а),  и  для  значеній  х  въ  интервалѣ  (а,  а-\-1ь),  то 
функція  /*( х )  измѣняется  монотонно  во  всемъ  интервалѣ  ( а  —  А, 
а  А)  и  при  х  =  а  не  имѣетъ  ни  тахітит ,  ни  тіпітит ,  хотя 
производная  ея  ( \х )  обращается  въ  нуль  при  х=а. 

Черт.  54  представляетъ  точеніе  графика  функціи  ((х),  воз¬ 
растающей  въ  интервалѣ  (а- — А,  и  имѣющей  производную 

(Xх),  которая  обращается  въ  нуль  при  х  =  а .  Кривая  у  =  ((х) 
имѣетъ  при  х  —  а  ординату  РЛГ,  которая  больше  сосѣднихъ  слѣва 
и  меньше  сосѣднихъ  справа;  касательная  къ  кривой  въ  точкѣ  М 
параллельна  оси  х,  такт,  какъ  {'(а)  =  0;  касательныя  къ  кривой 
въ  точкѣ  Ж  съ  абсциссой  а  —  А  и  въ  точкѣ  Ж'  съ  абсциссой 
а-(-А  образуютт,  съ  осью  х  острые  углы,  такъ  какъ  ( (а  -Ь  А)  0. 
Точка  М  называется  въ  этомъ  случаѣ  точкой  перегиба  кривой. 

Приведенныя  разсужденія  дополняютъ  выводы,  сдѣланные  въ 
§131  о  связи  между  характеромъ  измѣненія  функціи  и  знакомъ 


*)  На  чертежахъ  52,  53  и  54  вмѣсто  А  поставлено  Л.г. 
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ея  производной,  и  позволяютъ  формулировать  предложеніе,  ко¬ 
торое  является  обратнымъ  указанному  въ  §  131. 

Если  функція  /(.г)  при  возрастаніи  перемѣннаго  Л отъ  х  =  а  воз¬ 
растаетъ,  то  если  функція  (' (я)  при  возрастаніи  перемѣн¬ 

наго  отъ  х=а  убываетъ,  то  {\а)^0. 

Необходимымъ  и  достаточным!,  условіемъ  существованія  при 
х  —  а  тахітит  или  тіпітпт  функціи  ((ос)  является  обращеніе  въ 
нуль  ея  производной  /“'(я)  при  х=а ,  сопровождаемое  перемѣной 
знака  этой  производной.  Поэтому  для  нахожденія  тахітит  или 
тіпітпт  функціи  /*(. х )  нужно  прежде  всего  найти  корни  уравне¬ 
нія  /ѵ(#)=0.  Пусть  х=а  есть  одинъ  изъ  корней  этого  уравненія 
и  1ь  настолько  малое  положительное  число,  что  въ  интервалѣ 
(я — Іг ,  а-}-Л)  заключается  только  одинъ  корень  уравненія  /ѵ(#)=0, 
а  именно  корень  а.  Если  /*'(я  —  АХ>0  и  {'(а  -(-  1г)<Сфі,  то  функція 
{(х)  достигаетъ  при  х=?а  своего  тахітит ;  если  /*'(я— А)<  0  и 
/•'(я4-70>0,  то  при  х=а  имѣетъ  мѣсто  тіпітпт  функціи  {{х)\ 
если  С  (а  —  Л)  и  {'(а-\-1і)  имѣютъ  одинъ  и  тотъ  же  знакъ,  то  при 
х—а  нѣть  ни  тахітит ,  ни  тіпітпт  функціи  {(х). 

Изслѣдованіе  знаковъ  производной  при  х  =  а^\~1і  можно  за¬ 
мѣнить  изслѣдованіемъ  знака  второй  производной,  что  практи¬ 
чески  представляется  болѣе  удобнымъ. 

Вторая  производная  по  отношенію  къ  первой  играетъ  такую 
лее  роль,  какъ  первая  по  отношенію  къ  данной ;  поэтому  между 
возрастаніемъ  и  убываніемъ  первой  производной  и  знаком!,  вто¬ 
рой  существует!,  зависимость,  указанная  въ  §§  131  и  132. 

Въ  случаѣ  тахітит  функціи  {{ х )  при  х  =  а  ея  производная 
/’ \х )  положительна ,  когда  а  —  Ь  ^  х  <  «,  равна  пулю  при  х  —  а  и 
отрицательна ,  когда  а<^х  *^а  т.-е.  ('( х )  убываетъ  въ  интер¬ 

валѣ  (я  —  к,  я-|-Л).  Слѣд.  /ѵ'(я)СО. 

Въ  случаѣ  тіпітпт  функціи  {( х )  при  х  =  а  ея  производная 
Г(х)  отрицательна ,  когда  а  —  Л  ^  х  <  я,  равна  нулю  при  х—а  и 
положительна ,  когда  а<^х  ^я~|-й,  т.-е.  (\х)  возрастаетъ  въ 
интервалѣ  (я  —  Л,  а Слѣд.  /ѵ'(я)^  0. 

Поэтому  функція  {(х)  имѣетъ  при  х=а  тахітит ,  если  /ѵ(я)=0 
и  ("(а)<1 0;  она  имѣетъ  при  я  тіпгтит,  если  /*(я)=0  и  /‘*(а)>0. 
Въ  случаѣ  Г(а)  —  0  рѣшеніе  вопроса  о  тахітит  или  тіпітпт 
функціи  Дя)  можно  получить  изъ  разсмотрѣнія  знаковъ  {'{а — Іг) 
и  (\а-\-Ъ)  *). 

^  133,/  Примѣръ  1.  Найти  тахітит  и  тіпітпт  функціи 
І'(х)==Ъх*  —  Ъх2-\-1. 


*)  Случай  Г(и)~^ 0  будетъ  разсмотрѣнъ  при  болѣе  подробномъ  изложе¬ 
ніи  вопроса  о  тахітит  и  тіпітпт  (§  193). 
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Находимъ  производную  Г(х): 

Г'(х)  =  6{х*  —  х). 

Приравнивая  ее  нулю,  получаемъ  уравненіе 

х2  —  х  —  О, 

корни  котораго  суть  х  =  0  и  х  —  \. 

Находимъ  вторую  производную 

ГХх)  =  6(2д:  —  1 ); 

вычисляя  ея  значенія  при  #=0  и  х  —  \}  получимъ:  /"(0)  = —  6, 

Г(1)  =  6. 

Отсюда  заключаемъ,  что  при  х  —  0  данная  функція  имѣетъ 
тахітит ,  а  при  х  1 — тіпітит. 

^Примѣръ  2.  Изъ  прямоугольниковъ  съ  даннымъ  периметромъ  ’  2р 
па ипігГ  иШиГольш і й. 

Если  одна  изъ  сторонъ  искомаго  прямоугольника  есть  х ,  то 
другая  равна  р  —  х\  площадь  его  выражается  произведеніемъ 
х(р  —  х). 

Нужно  опредѣлить  х  такъ,  чтобы  это  произведеніе  имѣло  наи¬ 
большее  значеніе.  Полагая  Г(х)  =  х(р —  а:),  находимъ 

Г{х)  —р  —  2х. 

Производная  обращается  въ  нуль  при  х=р/ 2.  Такъ  какъ 
Г(х)  — 2,  т.-е.  отрицательна  при  всѣхъ  значеніяхъ  .г,  то  при 
х  --))/ 2  функція  достигаетъ  тахітит.  Искомый  прямоугольникъ 
есть  квадратъ. 

Примѣръ  3.  Найти  тахітит  и  тіпітит  функціи : 

Г  (х)=.  \2хъ  —  15 л:*  —  2  О#3  30#2  +  1 . 

Находимъ  производную,  приравниваемъ  ее  нулю  и  рѣшаемъ 
полученное  уравненіе: 

Г(х)  =  60(.г4  —  х 3  —  х2\-х)  =  60  х(х  +  1  )(х  —  I)2; 
х(х  -|-  1)(х  —  1)2  =  0;  д*  =  0;  х~—1;  х  =  І. 

Находимъ  вторую  производную  и  ея  значенія  при  х=0,  х=1, 
х  =  —  1: 

("(х)  ~  60(4я;3 —  Зх2  —  2х  -}-  1); 

Г(0)  =  60;  Г(—  1)  =  —  240;  Г(1)  =  0. 

Такъ  какъ  /*"(0)>0,  то  при  х  —  0  данная  функція  имѣетъ 
наименьшее  значеніе;  такъ  какъ  /*"( — .  1)<^0,  то  при  х  =  — 1  она 
достигаетъ  наибольшаго  значенія.  Для  рѣшенія  вопроса  о  томъ, 
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существуетъ  ли  тахіпіит  или  тіпітиѵп  функціи  при  #=1,  вос¬ 
пользоваться  второй  производной  нельзя,  такъ  какъ  при  этомъ 
значеніи  перемѣннаго  она  обращается  въ  нуль.  Поэтому  прихо¬ 
дится  обратиться  непосредственно  къ  изслѣдованію  знаковъ  тѣхъ 
значеній  первой  производной,  которыя  она  имѣетъ  при  значені¬ 
яхъ  смежныхъ  съ  1,  т.-о.  при  значеніяхъ  х—1  +  А,  гдѣ 
0<7г<П.  Подставляя  эти  значенія  х  въ  выраженіе  /*'(&),  находимъ: 


Г(1  —  Ь)  =  60(1  —  К)  (2  —  А)А2  >  0;  ДІ+А)====‘60(1Ч-Л)(2+А)А2>0. 


Отсюда  заключаемъ,  что  {(х)  при  х  —  1  не  имѣетъ  ни  тахі - 
тит  ни  тіпітит ,  такъ  какъ  (\х),  обращаясь  при  х=1  въ  нуль, 
не  мѣняетъ  при  этомъ  своего  знака. 

§  134.  Геометрическое  значеніе  второй  производной.  Во¬ 
гнутость  и  выпуклость  кривой.  Точка  перегиба.  Нахожденіе 
наибольшихъ  и  наименьшихъ  значеній  функціи  составляетъ  часть 
задачи  объ  изслѣдованіи  измѣненія  функціи  при  непрерывномъ 
измѣненіи  перемѣннаго.  Въ  §§  131  и  132  была  указана  роль, 
которую  играютъ  при  этомъ  изслѣдованіи  первая  и  вторая  произ¬ 
водныя  функціи.  Интерпретируя  результаты  изслѣдованія  геомет¬ 
рически,  мы  пользовались  геометрическимъ  значеніемъ  уравненія 
между  двумя  перемѣнными  (§  18)  и  геометрическимъ  значеніемъ 
первой  производной  (§  106).  Пополнимъ  теперь  эти  геометриче¬ 
скія  толкованія  указаніемъ  геометрическаго  значенія  второй 
производной. 

Вторая'  производная  Г(х)  функціи  ({х)  представляетъ  скорость 
измѣненія  первой  производной  /'(я),  т.-е.  тангенса  угла  а  каса¬ 
тельной  къ  кривой  у  —  ((х)  въ  точкѣ  (х,у)  СЪ  ОСЬЮ  X  (§§  105  и  106). 

Если  ГХх)^>  0  Для  интервала  (а — А,  а-)- А),  гдѣ  Іі^> 0,  то  (ап  а 
возрастаетъ  съ  возрастаніемъ  х,  а  такъ  какъ  уголъ  и  его  тан¬ 
генсъ  возрастаютъ  одновременно,  то  возрастаетъ  и  уголъ  а  (см. 
черт.  55  и  56). 


Черт.  55. 


Черт.  66. 
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О  кривой  въ  этомъ  случаѣ  говорятъ,  что  она  въ  точкѣ 
[л,  {(а)]  вогнута  или  обращена  вогнутостью  въ  сторону  положи¬ 
тельнаго  направленія  оси  у  (или,  короче,  вверхъ ,  если  ось  у  вер¬ 
тикальна  и  направлена  вверхъ). 

Если  Г  (я 0<О  для  интервала  ( а—Іі ,  то  іап  а  и  уголъ  а 

убываютъ  съ  возрастаніемъ  х  (см.  черт.  57  и  58).  О  кривой  въ 
этомъ  случаѣ  говорятъ,  что  она  въ  точкѣ  [а,  /*( а)\  выпукла  или 
обращена  выпуклостью  въ  сторону  полооіситсльнаго  направленія 
оси  у. 


Если  {"(х)'  0,  когда  а  —  А<ж<а,  Д(а)  =  0  и  Г(#)^0,  когда 
а<ж<а-(-А,  то  въ  точкѣ  [«/(о)]  происходитъ  перемѣна  вогну- 
тости  на  выпуклость  или  выпуклости  на  вогнутость.  Точка 
К  До)]  называется  точкой  перегиба^ чорт.  59). 


Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ, 
что  вторая  производная  {"(х) 
функціи  ((х)  характеризует!, 
изгибъ  кривой  у=((х)  въ  точкѣ 
(*>  У)- 

§  135.  Теорема  КоІІе’я. 

Если  функція  {(х),  непрерывная 
вмѣстѣ  съ  своею  производною 
въ  интервалѣ  (а,0),  обращается 
въ  пуль  при  х~а  и  при  х  —  Ьу 
то  ся  производная  {'(х)  имѣетъ 
по  крайней  мѣрѣ  одинъ  корень 
между  а  и  Ь. 
что  а<^Ь. 


$$  133,  136.  Теоремы  Коііе’я  ц  Імдгапде’а. 
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По  условіямъ  теоремы  имѣемъ:  /*(«)  =  0  и  /’(&)  =  (). 

При  возрастаніи  х  отъ  а  до  Ь  функція  і'(х)  не  можетъ  измѣ¬ 
няться  монотонно,  т.-ѳ.  постоянно  возрастать  или  постоянно  убы¬ 
вать,  потому  что  начальное  и  коночное  значенія  ея  одинаковы. 
Слѣд.,  она  должна  либо  оставаться  равной  нулю  для  всѣхъ  зна¬ 
ченій  х  въ  интервалѣ  (а,  і),  либо  при  нѣкоторомъ  значеніи  дг=Е, 
лежащемъ  внутри  этого  интервала,  измѣнять  возрастаніе  па  убы¬ 
ваніе  или,  наоборотъ,  убываніе  на  возрастаніе.  Въ  первомъ  слу¬ 
чаѣ  ея  производная  і''(х)  равна  нулю  для  всѣхъ  значеній  х  въ 
интервалѣ  (а,  Ь)  (§  107).  Во  второмъ  случаѣ  производная  Г(х) 
при  #=Е  измѣняетъ  свой  знакъ  (§§  131  и  132)  и  обращается  въ 
нуль ,  такъ  какъ,  но  условію  теоремы,  она  непрерывна.  Итакъ, 
между  а  и  Ь  существуетъ  такое  число  Е,  при  которомъ  (\х )  обра¬ 
щается  въ  нуль,  что  и  требов.  доказать. 

Не  трудно  убѣдиться,  что,  при  сохраненіи  условій  теоремы, 
(\х)  можетъ  въ  интервалѣ  ( а,Ь )  обратиться  въ  нуль  не  одинъ 
разъ,  а  нѣкоторое  нечетное  число  разъ. 

Чертежъ  60  представляетъ  геометрическую  иллюстрацію  тео¬ 
ремы  ІІоИс'я.  На  немъ  изображена  часть  кривой  у=^{{х).  Для 
х  ~  О  А  —  а  и  для  х  =  О  В  =  Ь 
ординаты  этой  кривой  суть  нули; 
для  х  —  ОС  =  2,  х—  О  В  =г  ь!  и 
х  =  ОЕ  —  Е"  касательныя  къ 
кривой  параллельны  оси 
т.-е.  С(х)  —  0. 

§  136.  Теорема  Ьадгапде’а. 

Пусть  {(х)  есть  функція,  не¬ 
прерывная  вмѣстѣ  съ  ея  произ¬ 
водною  въ  интервалѣ  (а,Ь). 

Разность  {(Ъ) — /*(«)  есть  при-  о 
ращеніе  (конечное)  функціи  при 
измѣненіи  х  отъ  а  до  />,  а  раз¬ 
ность  Ь — а  есть  приращеніе  не¬ 
зависимаго  перемѣннаго.  Для  опредѣленности  положимъ,  что  а<Ъ. 

Теорема  Ьадгапде' а  заключается  въ  слѣдующемъ:  отношеніе 
приращенія  /'( Ь )  —  {(а)  функціи  къ  приращенію  Ь  —  а  независимаго 
перемѣннаго  равно  значенію  производной  Г{х)  пРи  нѣкоторомъ  про¬ 
межуточномъ  между  а  и  Ь  значеніи  перемѣннаго ,  т.-е. 


м 


Черт.  СО. 


((Ь)—((а) 
Ь  —  а 


Г(Е),  гдѣ  я  <  Е  <  Ь. 


Пусть 

т-т_  ,  ...  .(«) 

Ь  —  а 


Дифф.  и  интегр.  исчисленія. 
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Изъ  этого  равенства  находимъ: 


№—Г(а)  —  (Ъ  —  а)Л  =  О 


Ф 


Возьмемъ  вспомогательную  функцію  Ф(х).  составленную  слѣ¬ 
дующимъ  образомъ: 

Ф(х)={ (.г) —{ (а) —(х—а)  А . ,  (?) 

Легко  видѣть,  что  при  х  =  а  и  х^=Ъ  функція  Ф(х)  обра¬ 
щается  въ  нуль.  Кромѣ  того,  изъ  условій  теоремы  слѣдуетъ,  что 
эта  функція  и  ея  производная  непрерывны  въ  интервалѣ  (а,  Ь). 
Поэтому,  прилагая  къ  Ф(х)  теорему  Ііоііе'я  (§  135),  находимъ: 

Ф\1)  =  {\1)  —  А  =  0,  гдѣ  а  <  3  <  Ъ. 


Опредѣливъ  отсюда  А  и  подставивъ  въ  равенство  (а),  полу¬ 
чимъ: 


пщ—т  _гг 

Ь  —  а  'Ы’ 


«<1<Ъ . («) 


Теорема  такимъ  образомъ  доказана. 

Изъ  послѣднихъ  неравенств!»  видно,  что  $-==а-}-0(й —  а),  гдѣ 

о  <  О  <  1 . 

Вставивъ  это  выраженіе  $  въ  формулу  (о),  находимъ: 

-Ь)Ь-а~ ^ С^Л-КЬ- «)],  0 < 0 <  1  .  .  .  .  (з). 

Черезъ  умноженіе  обѣихъ  частей  этого  равенства  на  Ь — а 
получаемъ  выраженіе  конечнаго  приращенія  функціи  при  измѣне¬ 
ніи  перемѣннаго  оть  й  до  й: 

№  —  Г(а)  =  (Ь  —  а)Г[а  +  0(4— а)] ,  0  <  0  <  1 . 

Отсюда,  полагая  Ь  —  а  =  Да?  и  замѣняя  а  черезъ  х ,  находимъ 

{(х  -{-  Ах)  —  {(ос)  —  Аос{'(х  +  0А^),  0  <  0  <  1 . 

Теоремѣ  Ьадгапдёа  можно  дать  простое  геометрическое  тол¬ 
кованіе.  Если  МХ  есть  дуга  кривой,  опредѣляемой  уравненіемъ 
т/  =  /’(д;),  а  точки  Ш  \і  X  имѣютъ  абсциссы,  равныя  соотвѣт- 
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ственно  а  и  Ь  (черт.  61),  то  отно¬ 
шеніе 

т—гоо 

Ъ  —  а 

-есть  угловой  коэффиціентъ  (§  27) 
хорды  МУ,  а  /*'(с)  есть  угловой 
коэффиціентъ  касательной  къ  этой 
кривой  въ  нѣкоторой  точкѣ,  лежа¬ 
щей  между  М  и  N.  Равенство  (§) 
указываетъ  на  параллельность  этой 
касательной  и  хорды  МУ  (§  30). 

Поэтому  теорема  утверждаетъ,  что , 

при  соблюденіи  нѣкоторыосъ  условій ,  между  точками  М  и  У  кривой 
существуетъ  на  ней  такая  точка,  въ  которой  касательная  парал¬ 
лельна  хордѣ  МУ. 


Черт.  61. 


§  137.  Примѣры  изслѣдованія  измѣненія  функціи*.  Приве¬ 
демъ  примѣры  пользованія  первой  и  второй  производной  при 
изучепіи  измѣненія  функціи  и  построеніи  ея  графика. 

Примѣръ  1.  Изслгъдовать  измѣненія  функціи 


У 


#3 

3" 


—  х  . 


•  •  («> 


при  измѣненіи  х  отъ  — 00  до  00- 

Найдемъ  первую  производную  данной  функціи: 

фф*-  1=(*+1)  От—  1) 

у  =  0  при  х== — 1  и  х  =  — |—  1 .  Эти  значенія  х  разбиваютъ  весь 
интервалъ  ( — ОО,  +00)  на  три  интервала,  въ  каждомъ  изъ  ко¬ 
торыхъ  у'  сохраняетъ  свой  знакъ,  а  именно  на  интервалы: 

С— оо,  — 1),  (—  і,  +  і),  (і,оо). 

Въ  первомъ  изъ  нихъ  у' 0,  во  второмъ  у  О  и  въ  третьемъ 
у>  0. 

Припоминая  связь  между  измѣненіями  функціи  и  знакомъ  ея 
производной  (§§  131  и  132)  и  вычисляя  значенія  у  для  концовъ 
каждаго  изъ  указанныхъ  трехъ  интерваловъ,  мы  приходимъ  къ 
слѣдующимъ  заключеніямъ:  при  возрастаніи  х  отъ  — СО  до  — 1 
функція  у  возрастаетъ  отъ  — 00  до  2/3;  при  возрастаніи  х 
отъ  — 1  до  + 1  функція  у  убываетъ  отъ  2/3  до  — 2/3;  при 
дальнѣйшемъ  возрастаніи  х  отъ  1  до  ОО  функція  у  возрастаетъ 

11* 


ш 
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до  -{-ОО.  Махітит  функціи  имѣетъ  мѣсто  при  х=  —  1,  а  тгпі- 
тит — при  х—1. 

Для  построенія  графика  функціи,  т.-е.  кривой,  опредѣляемой 
уравненіемъ  (а),  замѣтимъ,  что  намъ  уже  извѣстенъ  ходъ  измѣ¬ 
ненія  ея  ординатъ  и  двѣ  точки,  черезъ  которыя  она  проходитъ, 
а  именно:  точки  ( — 1,  2/3)  и  (1,  —  2/3).  Кромѣ  того  изъ  уравне¬ 
нія  (а)  легко  найти  еще  точки  пересѣченія  ея  съ  осью  х;  эти 
точки  слѣдующія:  ( — 1/3,  0)  и  (0,0)  и  (|/3,0).  Чтобы  опредѣлить 
характеръ  изгиба  кривой  въ  различныхъ  ея  точкахъ,  найдемъ 
вторую  производную  данной  функціи: 

У*  —  Ъх. 

Такъ  какъ  у"  <0  при  #<0,  у"  =  0  для  х  =  0  и  у"  >0  при 
.г^>0,  то  кривая  обращена  вверхъ  выпуклостью  во  всѣхъ  ея 
точкахъ,  имѣющихъ  отрицательныя  абсциссы,  и  вогнутостью  во 
всѣхъ  точкахъ,  имѣющихъ  положительныя  абсциссы;  начало  ко¬ 
ординатъ  есть  точка  перегиба  (§  134).  Касательная  въ  точкѣ  пе¬ 
региба  наклонена  къ  оси  х  подъ  угломъ,  тангенсъ  котораго  ра¬ 
венъ  значенію  у  при 
х=0,  т.-е. — 1  (§  106 ). 
Этотъ  уголъ  равенъ 
135°.  По  этимъ  дан¬ 
нымъ  можно  соста¬ 
вить  понятіе  о  формѣ 
кривой  (черт.  62). 

Примѣръ  2.  Из¬ 
слѣдовать  измѣненіе 
функціи 

у  =  е~  *\  .  .  (?) 

и  построгшь  ея  гра¬ 
фикъ. 

Изъ  уравненія  (?) 
видно,  что  значенія 
функціи  положитель¬ 
ны  при  всѣхъ  значе¬ 
ніяхъ  х  и  одинаковы  для  тѣхъ  значеній  х ,  которыя  отличаются 
только  знаками.  Кромѣ  того  то  же  уравненіе  показываетъ,  что 
у  —  0  для  х  =  -4-  ОО  и  у  —  1  при  х  =  0 . 

Возьмемъ  производную  данной  функціи  (форм.  86,  75  и  76): 

у  =  —  2аге*“л;\ 

Такъ  какъ  у  >  0  для  х  <  0,  і)  =  0  для  х  =  0  и  у  <  0  для 
то  разсматриваемая  функція  при  измѣненіи  х  отъ  — СО 
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до  нуля  возрастаетъ  отъ  нуля  до  1,  а  при  дальнѣйшемъ  измѣне¬ 
ніи  х  отъ  нуля  до  СО  убываетъ  отъ  1  до  нуля,  получая  преж¬ 
нія  значенія,  расположенныя  въ  обратномъ  порядкѣ. 

Вторая  производная  функціи  такова: 

у"=2(2я2  —  1>-*\ 


Она  обращается  въ  нуль  при  х  =  4-  положительна  при 


•т  <  —  2  и  при  х >  *  /2 


2 

значе- 

между 


и  отрицательна  для 
ній  ху  заключенныхъ 

-^2и+^2Т 

Графикомъ  функціи  слу 
жить  кривая,  расположен 
пая  въ  области  положгтелъ 
пыхъ  ординатъ,  симметричная 

относительно  оси  у,  имѣющая  наибольшую  ординату  при  .г  =  0  и 
асимптотически  приближающаяся  къ  оси  х.  Она  обращена  вверхъ 


интервалахъ  00, —  и  |/*2,  00  ^  и 


вогнутостью  въ 

пуклостъю  въ  интервалѣ  ^ 
суть  ея  точки  перегиба  (черт.  63). 


вы - 


\ /2,^/2);  точки  ^4-*  I  2,  '■  ^ 


Упражненія. 

Изслѣдовать  измѣненія  и  построить  графики  слѣдующихъ  функцій: 


1 .  у  =  Л3. 


2а* 


3*^1+х. 

5.  :*/  =  ж3  —  12а?а  +  З6.г. 

7.  //  —  2а-з_за24-  і. 

9.  у  =  а?*  —  5а*3  4. 

11.  //  =:  а?і  /  5.+  ,т.  г/  >  0. 
I  а  —  а* 

13.  У  =  8ІНХ. 

15.  у  =  іанх. 

17.  у  =  $есх. 


2.  у  =  2.г3  +  За*2  —  Со*  —  4. 
2а* 

4*  У  =  : 


+  Со*. 


(3.  ?/=- 

,у  3  2 

8.  ?/  =  а*(15  —  а?)2 

10.,-і+*±і. 

/“ЦТ* 

12.  ?/  =  а*|/  — ,  ц  >  о. 

г  «—  а* 

14.  у  —  С08Хщ 
10.  у  —  соіх. 

18.  у  =  С08ССХ, 
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Найти 

'  1  -р'аг+а?* 

Ів* 

20  ^+1) 

X»  — Я*  +  1 

21. 

22.  хіоух . 


тахітит  и  тіпітит  функцій: 

Омя.  3/аа;.  а:  =  1,  тіп»  при  х=  —  1 

Отв.  Мах.  при  а?=1;  »іш.  при  х  =  — 1. 

Ото.  Мах.  при  х=  1* 
Отв.  Міп.  при  х  —  с~{. 


23.  Изъ  прямоугольниковъ  съ  периметромъ 
имѣетъ  наименьшую  діагональ . 


2 р  найти  тотъ,  который 
Отв.  Квадратъ. 


24.  Изъ  прямоугольниковъ ,  вписанныхъ  въ 
и  высотою  й,  найти  наибольшій. 


треугольникъ  съ  основаніемъ 
Отв.  Основ,  прям.  =  *  Ь . 


Ь 


25.  Изъ  прямоугольныхъ  треугольниковъ  съ  данной  гипотенузой  найти 
тотъ,  который  имѣетъ  наибольшую  площадь. 

Отв.  Равнобедренный. 

26.  Въ  данный  прямой  круглый  конусъ  вписать  наибольшій  круглый  ци¬ 
линдръ. 

Отв.  Высота  цилиндрам  высоты  конуса. 

О 

27.  Изъ  прямыхъ  круглыхъ  цилиндровъ  даннаго  объема  найти  тотъ,  ко¬ 
торый  имѣетъ  наименьшую  полную  поверхность. 

Отв.  Діаметръ  основанія  равенъ  высотѣ. 

28.  Какой  секторъ  даннаго  круга  образуетъ  боковую  поверхность  конуса 
съ  наибольшимъ  объемомъ? 

Г71 

Отв.  Уголъ  сектора  ==2іг|/  или  приблизительно  294й. 


29.  Дана  прямая  М N  и  точки  А  и  В,  лежащія  внѣ  и  по  одну  сторону 
ея.  Найти  на  прямой  МХ  такую  точку  Р,  чтобы  сумма  АР  РВ  была 
наименьшая. 

Отв.  Если  РЬ  _1_  МХ,  то  АРВ  =  /_  ВРЬ  (законъ  отраженія). 

30.  Дана  прямая  МХ  и  точки  .1  и  В  внѣ  и  по  разныя  стороны  ея. 
Точка  движется  изъ  точки  А  къ  нѣкоторой  точкѣ  Р  прямой  МХ  по  отрѣзку 
ЛР  со  скоростью  Ѵ\,  а  затѣмъ  къ  точкѣ  В  по  отрѣзку  РВ  со  скоростью  г2. 
Опредѣлить  положеніе  точки  Р  такъ ,  чтобы  время,  затраченное  на  прохо¬ 
жденіе  пути  АРВ ,  было  наименьшее. 

Отв.  Если  прямая  V РВ  _]_  МХ,  то 
8Іп  АРВ  :  зіп  ^  ВРВ'  =  Ѵ\ :  /\2 
{законъ  преломлен ія). 

31.  Въ  точкахъ  А  и  В  помѣщены  два  источника  тепла,  интенсивности 
которыхъ  суть  соотвѣтственно  а  и  $.  На  прямой  АВ  найти  наименѣе  на¬ 
грѣваемую  точку  М,  если  кзвгъстно,  что  интенсивность  нагрѣванія  обратно 
пропорціональна  квадрату  разстоянія  отъ  источника  тепла. 

з/~ 

Отв.  АМ  =  -=т=г — — о;=  АВ. 

+  $  р 
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§  138.  Частныя  производныя  и  частные  дифференціалы. 
Полный  дифференціалъ.  Пусть  и  есть  функція  трехъ  независи¬ 
мыхъ  перемѣнныхъ  х,  у ,  г,  непрерывная  относительно  каждаго 
изъ  нихъ.  Зависимость  между  х,  у ,  г  и  и  выразимъ  уравненіемъ: 

и=Кх,у,г). 

Измѣненіе  функціи  и  зависитъ  отъ  измѣненій  одного,  или 
двухъ,  или  всѣхъ  трехъ  независимыхъ  перемѣнныхъ.  Предпола¬ 
гая,  что  у  и  з  сохраняютъ  постоянныя  значенія,  а  х  измѣняется, 
мы  можемъ  разсматривать  функцію  и,  какъ  функцію  одного 
только  перемѣннаго  х ,  и  найти  ея  производную  но  х.  Точно 
также  можно  считать  перемѣннымъ  у,  а  х  и  г  постоянными  и 
искать  производную  но  у,  или  считать  перемѣннымъ  г,  а  х  и  у 
постоянными  и  искать  производную  но  2. 

Эти  три  производныя  функціи  и  называются  частными  про¬ 
изводными  функціи  и  соотвѣтственно  но  х,  но  у,  по  г  и  обо- 

ди  ди  ди  ,  ,  , 

значаются  символами  ,  или  символами  и  г,  м,  иЛ. 

дх  Оу'  дг  х  у  г 

По  опредѣленію  производной  имѣемъ  (§  105): 

ди  _  {{х  +  А.г,у,,г)  —  Их,уА. 

дх  л;“о  А* 

ди_  1іш  А>,у  +  Ау,,г)  —  Кх.у.г) 

ду  -Лу^о  Ьу 

Г-=  Пт  ~ 

дз  —  о  А* 

Произведеніе  частной  производной  функціи  но  нѣкоторому 
перемѣнному  на  дифференціалъ  этого  перемѣннаго  называется 
частнымъ  дифференціаломъ  функціи  по  этому  перемѣнному  (см. 
§  129). 

Частный  дифференціалъ  функціи  и  по  перемѣнному  х  обозна¬ 
чается  символомъ  Ихн. 

По  опредѣленію  частныхъ  дифференціаловъ  имѣемъ  равенства: 
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Сумма  частныхъ  дифференціаловъ  функціи  но  всѣмъ  пере¬ 
мѣннымъ,  отъ  которыхъ  она  зависитъ ,  называется  полнымъ  диф¬ 
ференціаломъ  и  обозначается  символомъ  сіи: 

,(»=*■, »»  +  .*!*  ......  (90) 

дх  1  ду  '  02 

Все,  сказанное  здѣсь  о  функціи  трехъ  независимыхъ  пере¬ 
мѣнныхъ,  распространяется  на  функцію  произвольнаго  числа  пе¬ 
ремѣнныхъ. 

Примѣръ.  Найти  частныя  производныя,  частные  дифферен¬ 
ціалы  и  полный  дифференціалъ  функціи: 


и  —  агсіап  . 

У 


Дифференцируя  по  .г,  находимъ  (форм.  75,  83,  76): 


дифференцируя  по  у ,  получимъ: 

ди 1  — х  — х 

ду  1  ,  ,ж\-  у2  ~я2  +  у2’ 

’Н  V?/  / 


Частные  и  полный  дифференціалы  функціи  выражаются  слѣ¬ 
дующими  формулами: 

у  Ах  7  — хйу 


(Іи  = 


А  и  — 


Т2  4-.  уГ  ѵ  х 

(1и_уЛх-х,іу 


-2  I 


г  V- 


*2  +  У* 


§  139.  Дифференцированіе  сложныхъ  функцій.  Сложной 
функціей  перемѣннаго  х  называется  функція  вида  /'(  //,  г,  ?г,  .  .  )? 
гдѣ  ге,  г,  п*,  .  .  .  суть  функціи  перемѣннаго  х. 

Для  опредѣленности  возьмемъ  функцію  ?/,  зависящую  отъ 
трехъ  функцій  ?/,  г,  ?г  независимаго  перемѣннаго  я*: 

У  — /■(",  *’,«) . (а) 


Требуется  найти  производную  функціи  ?/  но  перемѣнному  х. 
Обозначимъ  соотвѣтственныя  приращенія  перемѣнныхъ  х,  и. 
г,  іс  и  у  черезъ  Ах,  Ан,  Аѵ ,  Л/г  и  Лу. 
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Изъ  уравненія  (а)  находимъ 

У  +  %  =  /Х«  +  Д»,»  +  Др,м>  +  Дн')- 

Вычитая  почленно  изъ  этого  уравненія  уравненіе  (а),  полу¬ 
чимъ  выраженіе  для  Ау: 

Ау  —  /'(и- 1-  Ап,ѵ Аѵ,гѵ  -(-  Д/г)  —  { (//,г,?г). 

Это  выраженіе  посредствомъ  прибавленія  ко  второй  части  и 
вычитанія  изъ  него  одного  и  того  же  выраженія  можно  преобра¬ 
зовать  въ  сумму  трехъ  разностей: 

Ау  =  /’  ( и  Ащѵ  4-  Дг,м  Дм)  —  {  (м*ѵ  4“  &ѵ>гѵ  ~г  Дм)  4“* 

4-  {  0 *,ѵ  4-  Д ѵ,іс  4-  Д/г)  —  /*  (и,ѵ,гс  4-  Дм) 

+  /г(",ѵ,и>  +  Д«-)  —  ;(и,ѵ,и-). 

Первая  разность  ость  приращеніе  функціи  /*,  когда  перемѣн¬ 
ное  и  измѣняется  на  Лн,  а  два  другихъ  сохраняютъ  постоянныя 
значенія  г  4~  Дг  и  го  4“  Дм;  вторая  разность  есть  приращеніе  той 
же  функціи,  когда  перемѣнное  ѵ  измѣняется  на  Дг,  а  остальныя 
сохраняютъ  постоянное  значеніе  и  и  /г  4“  Дм;  наконецъ,  третья 
разность  есть  приращеніе  функціи  /*,  когда  перемѣнное  ?г  измѣ¬ 
няется  на  Л/г,  а  остальныя  сохраняютъ  постоянныя  значенія  и  и  с. 

Допуская,  что  функція  {  непрерывна  относительно  каждаго 
изъ  перемѣнныхъ  пу  ѵ  и  гг,  что  она  имѣешь  производныя  но 
этимъ  перемѣннымъ  (т.-е.  частныя  производныя  но  «,  ѵ  и  м)  и 
что  эти  производныя  непрерывны,  мы  можемъ  къ  каждой  изъ 
указанныхъ  разностей  приложить  теорему  Імдгапце'а  о  конеч¬ 
ныхъ  приращеніяхъ  (§  136).  Пользуясь  этой  теоремой,  получимъ: 

Дм  4*  Дм*я  4"  Дѵ,м  4-  Д/г)  —  Дм, ѵ  4-  Д г, к?  4“  Дм)  = 

=  Д(м  4-  Ѳ^м,#  4-  Д г, гг  4-  Дм)  .  Д//, 

Дм, г  4-  Дг,іг  +  Дм*)  —  Дм,г,м  4-  Д/г)  =  Д(м,г  4*  Э2Дг,м  4-  Дм)  .  Л/*. 

Г(гі,ѵ,гѵ  -)-  Д»<)  —  /■(«,»»«’)  =  {'№(и>ѵ’гѵ  + 

гдѣ  О,,  й2  и  Й3  суть  числа,  заключенныя  между  0  и  1. 

Такъ  какъ  частныя  производныя  /г  и  /  „■  1Ю  іц^дположе- 
нію  непрерывны,  то 

/^(м  4"  -|-  Ля-)  =  1 ~г  гі’ 

ЭДм,г  +  Й,Д«ур  -}*  Д«0  =№и,к,пУ  "Ь  г-” 
ѵ, ю  4-  і)3ДгО = /■„:(«.  і'.»0  + 
при  чемъ  Іііп  г1  =  1іш  ?2  =  Ііт  г3  =  0,  ПРИ  -*г ' 
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При  помощи  этихъ  формулъ  выраженіе  приращенія  \у  функ¬ 
ціи  у  принимаетъ  слѣдующій  видъ: 

•V  =  /■,'(«,  +  0>>»,иОд»  +  С(-и'ѵ'гѵ№с  + 

с  д  Л  ^  — |  с0Аг  — г.,  Л /г. 

Раздѣливъ  обѣ  части  этого  равенства  на  Іх  и  переходя  къ 
предѣлу  при  Л.г=0,  получимъ  для  производной  функціи  у  слѣду¬ 
ющее  выраженіе: 


йу  ,  і Іи  ,  ^йѵ  .  .Лг 

5* = /  „С«,г,«о  Тх + + г „ 


или  въ  другихъ  обозначеніяхъ: 


''а 

йх 


пц 

ди 


(Іи  ду 
< Іх  ‘  ідг 


(/г  ,  ду 
йх  <>!<- 


йіѵ 

йх 


.  .  (91) 


Частный  и  простѣйшій  случай  этой  формулы  представляетъ 
формула  (75). 

Умноживъ  обѣ  части  послѣдняго  равенства  на  йх,  получимъ 
выраженіе  дифференціала  сложной  функціи: 

^  ди  1  дѵ  1  йіѵ 

Сравненіе  этой  формулы  съ  формулой  (90)  показываетъ,  что 
выраженія  дифференціаловъ  функціи  многихъ  независимыхъ  пе¬ 
ремѣнныхъ  и  функціи  сложной  одинаковы  по  формѣ;  но  эти 
формулы  различны  по  смыслу  символовъ,  обозначающие  диф¬ 
ференціалы  перемѣнныхъ:  въ  формулѣ  (90)  йх ,  йу  и  (І2  суть 
произвольныя,  независящія  другъ  отъ  друга  и  постоянныя  отно¬ 
сительно  перемѣнныхъ  числа,  между  тѣмъ  какъ  въ  послѣдней 
формулѣ  йи,  йѵ  и  йіѵ  суть  функціи  перемѣннаго  х ,  умноженныя 
на  произвольное,  постоянное  относительно  х  число  йх. 

Примѣръ.  Найти  производную  функціи 


У=и% 

гдѣ  и  и  г  суть  функціи  х. 

По  формулѣ  (91)  имѣемъ: 

йу _ ду  йи 

йх " 

Но  (форм.  76,  85) 

()и  . .  —  «г  іп/пі 


_ :  I  ду  <}»' 

ди  (Іх  '  до  (Іх 
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Слѣдовательно, 


йу 

(Іи 


Прилагая  эту  формулу  къ  частному  случаю,  когда  п  —  ѵ  —  х, 
получимъ  производную  функціи  Xх: 

хх(\  +  Іоух). 

(Срав.  §  127). 

§  140.  Дифференцированіе  неявной  функціи.  Если  зависи¬ 
мость  между  перемѣннымъ  х  и  функціей  у  выражена  уравненіемъ 

/Т*,!/)  —  0. . . (а) 

не  рѣшеннымъ  относительно  у ,  то  функція  у  называется  неявной 
функціей  х  (срав.  §  21). 

Покажемъ,  что,  пользуясь  правиломъ  дифференцированія 
сложныхъ  функцій  (§  139),  можно  опредѣлить  производную  функ¬ 
ціи  ?у,  не  рѣшая  уравненія  (а). 

Дѣйствительно,  первая  часть  уравненія  (а)  есть  сложная  функ¬ 
ція  х ,  зависящая  отъ  самаго  перемѣннаго  х  и  его  функціи  у . 

Поэтому  по  формулѣ  (91)  имѣемъ: 


<4(х,у) . 

СІХ 


О?  (Іх  д(  сіу 
дх  (Іх  '  Оу  (Іх 


или 


</((х.у)  д(  сіу 


(Іх  Ох  1  ду  сіх 

гдѣ  ^  и  ^  суть  частныя  производныя  функція  /*(.г, у')  по  X  и  по  у. 

Но  но  уравненію  (а)  функція  /*( х.у )  сохраняетъ  постоянное 
значеніе.  Поэтому  (§  107)  ея  производная  равна  нулю,  т.-е. 


^  сіу  =  0 
дх  г  ду  сіх 


Отсюда  легко  опредѣлить 


% 

(ІХ 
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Примѣръ.  Найти  производную  функціи  у,  опредѣляемой  урав¬ 
неніемъ: 

.г3  -|-  у3  —  3  аху  =  0. 


По  формулѣ  (92)  имѣемъ: 
д 


сіу 

(ІХ 


дх 


[х*-\-уЪ  —  Заагу] 


[а;3  у3  —  Заа-у] 


ду 


Ъх2  Злу  х2  —  ау 
Зу  2  —  Зах  ас  у 2 


Замѣчаніе.  Указанный  выше  пріемъ  опредѣленія  производной 
неявной  функціи  одного  перемѣннаго  можно  приложить  къ  опре¬ 
дѣленію  частныхъ  производныхъ  неявной  функціи  многихъ  пе¬ 
ремѣнныхъ. 

Такъ,  напр.,  если  функція  2  двухъ  независимыхъ  перемѣн¬ 
ныхъ  а:  и  у  опредѣляется  уравненіемъ 

Л*,у,*)=0, 


=  /д[.  !д1 

()х  дх  I  02'  ду  ду  /  дг 


§  141.  Частные  производныя  и  дифференціалы  высшихъ 
порядковъ.  Пусть  имѣемъ  функцію  и  двухъ  независимыхъ  пере¬ 
мѣнныхъ  х  и  у:  и  =  /X#,  у).  Каждая  изъ  ея  двухъ  частныхъ  про¬ 
изводныхъ  (§  138)  есть  также  функція  перемѣнныхъ 

х  и  у.  Дифференцируя  каждую  изъ  нихъ  но  каждому  изъ  этихъ 
перемѣнныхъ,  получимъ  ихъ  частныя  производныя,  которыя  на¬ 
зываются  частными  производными  второго  порядка  функціи  н. 
Для  нихъ  употребляются  слѣдующія  обозначенія: 


д  (д"\ дЧі  д  (ди\ дЧі  д  /&Л д2а  д  /дй\ 0-н 

дх\дх)  дх2'  ду\дх)  дхду '  дх\ду)  дудх'  ду\ду)  ду2 

тт  да  да 

Частныя  производныя  ^  и  получаютъ  названіе  частныхъ 
производныхъ  перваго  порядка. 

Частныя  производныя  частныхъ  производныхъ  второго  по¬ 
рядка  называются  частными  производными  третьяго  порядка 
данной  функціи  и  т.  д. 

Символы,  употребляемые  для  ихъ  обозначенія,  аналогичны 
указаннымъ  выше  символамъ  для  обозначенія  частныхъ  произ- 


I 
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водныхъ  второго  порядка. 


Наир.,  1±-  обозначаетъ  частную 

производную  третьяго  порядка  функціи  п}  являющуюся  резуль¬ 
татомъ  двукратнаго  послѣдовательнаго  дифференцированія  функ¬ 
ціи  и  по  перемѣнному  х  и  дифференцированія  по  перемѣнному  у. 
Изъ  частныхъ  производныхъ  второго  порядка  функціи  а  двѣ, 
д2п  дги 

а  именно  ^  _  ^  и  ^  отличаются  только  порядкомъ,  въ  кото¬ 


ромъ  совершаются  дифференцированія  по  перемѣннымъ  х  и  у. 
Для  полученія  первой  изъ  нихъ  функція  и  дифференцируется 
сначала  но  х  и  полученный  результатъ  дифференцируется  но  у\ 
для  полученія  второй  функція  и  дифференцируется  сначала  но  у 
и  полученный  результатъ  по  х.  Перемѣна  въ  порядкѣ  послѣдо¬ 
вательныхъ  дифференцированій  но  оказываетъ  вліянія  на  резуль¬ 
татъ,  такъ  что 

д2и  д2и 


дхду  дудх 


Это  свойство  частныхъ  производныхъ  высшихъ  порядковъ 
можно  формулировать  слѣдующимъ  образомъ:  результатъ  послѣ¬ 
довательныхъ  дифференцированій  функціи  многихъ  перемѣнныхъ  не 
зависитъ  отъ  порядка  частныхъ  дифференцированій  * *). 

Въ  §  138  было  дано  опредѣленіе  частныхъ  дифференціаловъ 
функціи  многихъ  перемѣнныхъ  и  ея  полнаго  дифференціала. 
Приложеніе  этихъ  опредѣленій  къ  частнымъ  дифференціаламъ 
данной  функціи  приводит!,  къ  ея  вторымъ  частнымъ  и  полному 
дифференціаламъ.  Такъ,  наир.,  для  функціи  и  —  имѣемъ 

(§  138): 


7  ди  ди 

ахи  =  ах:  а  и  =  .  аіг. 
дх  у  ду  * 


.  ди  ,  .  ди  7 

ап  =  -ѵ  -  ах  -4-  -г-  (іи. 
дх  1  ду  * 


Отсюда  не  трудно  найти  частные  и  полный  дифференціалы 
2-го  порядка  функціи  и : 

^2; 

= (Г'*»и  “  ІІХ)^^ду  **** 


*)  Доказательство  этого  предложенія  можно  найти  въ  подробныхъ  кур¬ 

сахъ  дифференціальнаго  исчисленія. 
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72  дЬі 

с! -и  = - ( 


Отъ  дифференціаловъ  второго  порядка  тѣмъ  же  способомъ 
переходимъ  къ  дифференціаламъ  третьяго  порядка  и  т.  д. 

Примѣръ.  Въ  §  138  были  найдены  частныя  производныя  и 
частные  и  полный  дифференціалы  функціи 


и  —  агсіап 


х 

У 


Найдемъ  частныя  производныя  и  частные  и  полный  диффе¬ 
ренціалы  второго  порядка  этой  функціи. 

Дифференцируя  но  х  и  у  формулы  (§  138) 

ди _  у  ди  х 

дх  —  х2  +  у 2’  ду  ~  х2  +  у- 


находимъ  частныя  производныя  второго  порядка: 

д2и 2  ху  д2и  2  ху 

д2п  х 2  —  у 2  _  д2и 

дхду  (я*2  у2У  дудх 


Частные  и  полный  дифференціалы  второго  порядка  даются 
формулами: 

2  ху 

- "  = - 


2*УЖ5**;  #.и*==7^і-Йз йхііу,  (і\п- 


(*г-\-у2)-  ■  '  ху  ■  С^-’  +  у2)2  п  02-кѵ2)2 

2  [  —  хуЛх-  -]-  (х-  —  у2)(1хс1у  -)-  хуі/у2} 


Л/2; 


= 


с*4-  у2)2 


Упражненія. 


Найти  частныя  производныя ,  частные  дифференціалы  и  полный  диффе¬ 
ренціалъ  слѣдующихъ  функцій: 


1.  и  =  хуг. 

2.  х&щ  &М* 

Х  —  у 


От  в.  (Іи  —  у~(1х  ~х(1у  -|-  худг, 

2{х(1у  —  усіх) 


Отв.  сіи  — 


а2  —  уі 
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з.  и  =■  агссоз 


1  —  ху 


X'2  -{-  у'2  Х'2У2 


Опт.  (ІИ  : 


(I  г 


(/у 


1  +  Л*2  1  1  +  у'2 


4.  и  —  Іодзіп 


Отв.  ,1а  =Ш!^ 'ЛЁН.  соі  — . 

у*  у 


5.  Функція  у  опредѣляется  уравненіемъ: 

(,т2  +  у 2  —  Ъх)*  —  «2(#2  +  у 2)  =  0. 

Найти  у’. 


Отв.  ,=  «^-(з*  +  уі-М(  2*-^ 
«/[2(а?2+2/2— Ьа? )— а2] 

Найти  производную  функціи  у}  опредѣляемой  уравненіемъ: 

)/**  +  :чг  +  у&^у*=  с. 

Отв.  у'-—  Х  < 


У  \/х*  +  ь'“  —  \/хі  — V* 
7.  Найти  производную  (функціи  у,  опредѣляемой  уравненіемъ: 


-  ху  =  0. 


,  хіоуа  —  у 
°™-У=  .гіоуах  ' 


ГЛАВА  XIII. 

Задача  интегральнаго  исчисленія.  Интегралъ  неопредѣленный 
и  опредѣленный.  Г еометрическое  значеніе  интеграла.  Инте¬ 
гралъ,  какъ  предѣлъ  суммы.  Основные  интегралы.  Интегриро¬ 
ваніе  черезъ  подстановку  и  по  частямъ. 

§  142.  Задача  интегральнаго  исчисленія.  Неопредѣленный 
интегралъ.  Задача  дифференціальнаго  исчисленія  заключается  въ 
опредѣленіи  производной  или  дифференціала  данной  функціи . 

Задача  интегральнаго  исчисленія  состоитъ  къ  нахожденіи 
функцій  по  ея  производной  или  дифференціалу. 

Пусть  дана  функція  /*( х ).  Если  Ъ\х)  есть  такая  функція,  что 

(IV  (х\ 

~—~  =  Цх)  или  ЛР(х)={{х)<1.г, 
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то  называется  первообразной  функціей  относительно  функціи 

Да?)  или  ея  интеграломъ  и  обозначается  знакомъ  I  /(а?)$г,  такъ  что 

І\х)  =  |  ((х)(1х. 

Извѣстно,  что  прибавленіе  постояннаго  числа  къ  функціи  Р(х) 
не  измѣняетъ  ея  производной  (§§  108,  107).  Поэтому,  если  Г(х) 
есть  интегралъ  функціи  Да?),  то  и  функція  1\х)-\-С,  гдѣ  С  есть 
произвольное  постоянное  число,  служитъ  также  интеграломъ 
функціи  /X#). 

Обратно,  если  7'т.,(а?)  и  Ъ\х )  суть  интегралы  функціи  Д>),  то 
Ъ\(х)  =  Р(х)  -(-  6Г,  гдѣ  6У  есть  постоянное. 

Дѣйствительно,  пусть  <р(а?)  =  7''1(а?) —  ІДа?).  Такъ  какъ,  по 
условію,  і^'(а?)=5=  2Д#)  •== /*(а?),  то  <р'О0  =  0  для  всѣхъ  значеній  х. 
Прилагая  къ  функціи  Да?)  теорему  Лагранжа  о  конечномъ  при¬ 
ращеніи  (§  136),  находимъ: 

»(<)— у(*і)  ,п 

х2  —  #1  у 

гдѣ  хл  и  х2  суть  какія-нибудь  два.  значенія  перемѣннаго  х,  а  I 
есть  число,  лежащее  между  хг  и  х2.  Такъ  какъ  '.'/($)  =  0,  то 
=  —  С,  гдѣ  С  обозначаетъ  постоянное  число.  Слѣд.у 

Гг(х)  —  *Хх)  =  С  и  Р^ху=1\х)^С. 

Итакъ,  самая  общая  форма  интеграла  /Д.г>7а?  есть  1\х)  -}-  СТ 
гдѣ  С  есть  произвольное  постоянное.  Изъ  этого  слѣдуетъ,  что 
задача  о  нахожденіи  интеграла  данной  функціи  есть  задача  не¬ 
опредѣленная ;  поэтому  интегралъ  )Да?)б/а?  называется  неопредѣлен¬ 
нымъ  интеграломъ. 

Эту  неопредѣленность  можно  устранить,  наложивъ  на  иско¬ 
мый  интегралъ  добавочное  условіе,  чтобы  искомая  функція  при¬ 
нимала  данное  значеніе  при  данномъ  значеніи  перемѣннаго. 

Пусть,  наир.,  требуется  найти  интегралъ  функціи  Да?),  обра¬ 
щающійся  въ  нуль  при  х  =  х0.  Въ  такомъ  случаѣ  имѣемъ: 

П*о)+С  =  0. 


Опредѣливъ  отсюда  С,  находимъ,  что  искомый  интегралъ  есть 

ад— ад  о)- 

Примѣры  1.  {2х(1х  —  х2-\-  С,  потому  что  —  (,г2  -}-  С)  =  2а?. 


2.  I  С08ХСІХ  =  8ІПХ  (7,  потому  ЧТО  ^  (8ІПХ  -}-  (?)  =  С08Х. 


3.  (-----Іоух-\-С\  потому  что  -- (Іоух -|-  (7)  =  - • 
х  ах  х 
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Если  въ  первомъ  примѣрѣ  добавимъ  требованіе,  чтобы  интег¬ 
ралъ  обращался  въ  нуль  при  х—1,  то  найдемъ,  что  С  =  —  1, 
и  искомый  интегралъ  будетъ  х2 — 1. 

Точно  также  во  второмъ  примѣрѣ  зіпх  есть  тотъ  интегралъ, 
который  обращается  въ  нуль  при  #  =  0,  а  въ  третьемъ  примѣрѣ 
Хорх  есть  тотъ  интегралъ,  который  обращается  въ  нуль  при  х  —  1. 

§  143.  Геометрическое  значеніе  интеграла.  Пусть  кривая, 
отнесенная  къ  прямоугольной  системѣ  осей  координатъ,  опредѣ¬ 
ляется  уравненіемъ: 

у = /і»> 

гдѣ  {(х)  есть  непрерывная  функція,  имѣющая  положительныя 
значенія  для  тѣхъ  значеній  х ,  при  которыхъ  мы  будемъ  ее  разсма¬ 
тривать. 

Проведя  ординату  АМ  (черт.  64),  соотвѣтствующую  нѣкото¬ 
рой  опредѣленной  абсциссѣ  ОЛ  =  х0,  и 
ординату  ВХ,  соотвѣтствующую  какой- 
нибудь  абсциссѣ  013  —  х(х  .г0),  мы  по¬ 
лучимъ  площадь  АМХВ ,  ограниченную 
отрѣзкомъ  оси  х ,  дугой  данной  кривой  и 
двумя  ординатами. 

Измѣняя  абсциссу  х ,  мы  измѣняемъ 
положеніе  ординаты  ВХ  и,  слѣд.,  измѣ¬ 
няемъ  площадь,  которая  является,  такимъ 
образомъ,  функціей  перемѣннаго  х.  Назо¬ 
вемъ  ее  черезъ  и. 

Дадимъ  абсциссѣ  х  настолько  малое  приращеніе  ВС  —  \х, 
чтобы  при  измѣненіи  х  отъ  х  до  х-{-\х  ординаты  соотвѣтствен¬ 
ной  дуги  ХГ  постоянно  или  возрастали,  или  убывали.  Соотвѣт¬ 
ственное  приращеніе  площади  и  обозначимъ  черезъ  А  и. 

Построивъ  ординату  СР,  соотвѣтствующую  абсциссѣ  ОС—х- {-А.г, 
и  проведя  черезъ  точки  и  Р  прямыя,  параллельныя  оси  х ,  до 
встрѣчи  съ  ординатами  СР  и  ВХ  соотвѣтственно  въ  точкахъ  У 
и  ]^,  находимъ,  что  Іи  —  ВХРС  заключено  между  площадями 
двухъ  прямоугольниковъ:  ВХ$С  и  В  ГР  С.  Л  такіэ  какъ 

пл.  ВХОС==ВХ.  ВО  =  ^(х)  .  Ах, 
пл.  ВЬРС  =  СР  .ВС  =  {(х  4-ЛдО.Дя, 

то  имѣютъ  мѣсто  неравенства: 

/*(&)  .  \х  §  ±и  7^({х  Д#)А#. 

Раздѣливъ  почленно  эти  неравенства  на  Дг,  получимь: 

/0*0  2:  ^  ^  Кх  4" 


Дифф.  <1  интегр.  исчисленія 
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Переходя  къ  предѣлу 
при  Ах— 0  и  принимая 
во  вниманіе,  что  функція 
/\х)  непрерывна  и  что 
Пт  Цх \х)={(х)  при 
Ах  —  0,  находимъ: 

Аи  Ли  . 

Пт  —  =  —  =  /(х). 

Ах=0^х  ^х 

Отсюда  слѣдуетъ,  что 
и  есть  интегралъ  функ¬ 
ціи  і'(х). 

Итакъ,  неопреоѣ.іен- 
ный  интегралъ  \{(х)сІх 
выражаетъ  площадь ,  огра¬ 
ниченную  дугой  кривой , 
опредѣляемой  уравненіемъ  у=((х),  двумя  ея  ординатами  и  отрѣз¬ 
комъ  оси  х. 

§  144.  Интегралъ,  какъ  предѣлъ  суммы.  Разсужденіе  пре¬ 
дыдущаго  §  слѣдз'етъ  пополнить  опредѣленіемъ  того,  что  раз¬ 
умѣется  подъ  выраженіемъ:  площадь ,  ограниченная  кривой.  Такое 
опредѣленіе  дастъ  намъ  общій  спо¬ 
собъ  вычисленія  площади,  выяснитъ 
сущность  процесса,  называемаго  ин¬ 
тегрированіемъ  и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  до¬ 
ставить  доказательство  существова¬ 
нія  интеграла  функціи,  удовлетво¬ 
ряющей  нѣкоторымъ  условіямъ. 

Пусть  у  =  Д#)  есть  уравненіе  кри¬ 
вой,  отнесенной  къ  прямоугольной 
системѣ  осей  координатъ  (черт.  05 
и  60).  Подъ  {(х)  будемъ  разумѣть, 


МвЫ* 

Черт.  6(3. 


какт,  и  въ  предыдущемъ  §,  непрерывную  и  положительную  функ¬ 
цію  въ  интервалѣ  (#0,  х),  гдѣ  х  >  х0. 

Раздѣливъ  отрѣзокъ  К0К=х —  х0  на  п  частей  (равныхъ  или 
неравныхъ),  построимъ  въ  точкахъ  дѣленія  ІѴ0,  -Лтг  Лг2,..,  -Лгп_1т 
іѴг  ординаты  К0М0,  Лгп_1Жл_1,  КМ  кривой  и  черезъ 

концы  этихъ  ординатъ  проведемъ  прямыя,  параллельныя  оси  х , 
до  встрѣчи  съ  сосѣдними  ординатами.  Такимъ  образомъ  мы 
получимъ  двѣ  ломаныя  линіи:  М0Р1М1Р2М2..Рп_1Мп_1РМ  и 
Р0М1Р  1М2Р0...Р'п_1М.  Первую  и  ъ  нихъ  назовемъ  входящей,  а 
вторую  —  выходящей.  Каждая  изъ  нихъ  вмѣстѣ  съ  крайними 
ординатами  и  отрѣзкомъ  КК^  оси  х  ограничиваетъ  площадь,  со¬ 
стоящую  изъ  ряда  прямоугольниковъ. 


§  144.  Интегралъ ,  какъ  предѣлъ  суммы. 


179 


Если  абсциссу  точки  Рк  обозначимъ  черезъ  хк,  то  легко  ви¬ 
дѣть,  что  площадь  2Л  входящей  ломаной  и  площадь  ігп  выходя¬ 
щей  ломаной  выразятся  слѣдующимъ  образомъ: 

-»  =  О]  —  хоЖХо)  +  02  —  ХЖХІ)  +  •••+(>  — 

=  (Х1  —  хоЖхі)  +  СГ2  —  ХіЖХ2)  +  *••+(*  —  ХП~\ УОО. 

при  чемъ  изъ  самаго  способа  полученія  чиселъ  х  со  значками 
слѣдуетъ,  что 

*0<*1<>2<  •  •  ’  Оп-1<*„ • 

Докажемъ,  что  при  безграничномъ  возрастаніи  числа  п  интер¬ 
валовъ,  на  которые  разбивается  первоначальный  интервалъ  (х09  х), 
и  безграничномъ  уменьшеніи  каждаго  изъ  нихъ  суммы  2Л  и  Ѵп 
стремятся  къ  одному  и  тому  же  предѣлу,  и  этотъ  общій  предѣлъ 
примемъ  за  выраженіе  площади ,  ограниченной  дугой  Л0М  данной  кри¬ 
вой ,  двумя  ея  ординатами  и  отрѣзкомъ  оси  х. 

Для  этого  разсмотримъ  сначала  сумму  2П.  Пусть  тк  и  Мк  суть 
соотвѣтственно  наибольшее  и  наименьшее  значенія  функціи  дат)  въ 
интервалѣ  (хк_1 ,  хк).  Подставляя  тк  и  Мк  вмѣсто  въ  вы¬ 

раженіе  суммы  ІЛ,  получимъ  двѣ  суммы: 

8«  =  т/х,  —  х0)  +  го2(х2  —  х,)  +  . .  +  тп(х  —  хп_,); 

'У  ==  М}(Х1  хо)  И-  -^і(х2  "^і)  I  •  •  •  - (~  Щ*  хп—і)‘ 

Нетрудно  видѣть,  что  при  возрастаніи  числа  п  Интерваловъ 
и  уменьшеніи  каждаго  изъ  нихъ  сумма  вп  возрастаетъ  (или,  но 
крайней  мѣрѣ,  но  убываетъ),  а  сумма  5П  убываетъ  (или,  по  край¬ 
ней  мѣрѣ,  не  возрастаетъ).  Дѣйствительно,  пусть,  наприм.,  интер¬ 
валъ  (хк__ѵ  хк)  разбитъ  на  два  интервала:  (хк_ѵ  2)  и  ($,  хк ),  гдѣ 
■л:к_1  <  &  <С  хи-  Въ  такомъ  случаѣ  членъ  тк(хк —  суммы  $п, 

соотвѣтствующій  интервалу  (хи  __  2 ,  хк)  замѣнится  суммою: 
т\($ хк_г)  -{- т\(хк  —  с),  въ  которой  т!к  и  т"к  суть  наименьшія 
значенія  {[х)  въ  интервалахъ  {хк_г ,  2)  и  (;,  хк).  Такъ  какъ 

тк  ^  тк,  т"к  ^  ткУ 

то 

Ш  />(>  — 1 )  “Ь  ^  Шк(Хк  %ь—\)- 

Кромѣ  того  сравненіе  суммъ  зп  и  #п  приводитъ  къ  заключе¬ 
нію,  что 

*  <Л' 

п  ^  п 

Итакъ,  при  безграничномъ  возрастаніи  п  сумма  $Л  возрастаетъ, 
но  остается  меньше  5Л,  а  сумма  *ЬУЛ  убываеіъ,  но  остается 
больше  зп. 

Слѣд.  (§  102),  та  и  другая  сумма  стремятся  къ  нѣкоторымъ 
предѣламъ  при  возрастаніи  и  до  00. 

Докажемъ  теперь,  что  эти  предѣлы  одинаковы. 
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Для  этого  составимъ  разность  разсматриваемыхъ  суммъ: 

8п—8п=(М1-т1)(х1^х0)+(Л12—т2)(х2—хг)-{- . .  -\-(Мп—тп)(х—я 

Обозначивъ  черезъ  5  наибольшую  изъ  разностей  Мк  —  тк 
(А= 1,2,..,ю)  и  подставляя  5  вмѣсто  этихъ  разностей  въ  выраже¬ 
ніе  8п —  $п,  получимъ  неравенство: 

8п  —  8п  <  Ъ(х  —  х0). 

Но,  вслѣдствіе  непрерывности  функціи  {(х),  при  возрастаніи 
числа  п  интерваловъ  и  уменьшеніи  каждаго  изъ  нихъ  $  умень¬ 
шается  и  можетъ  быть  сдѣлано  меньше  произвольнаго  числа;  поэтому 

Нш  (8п —  8п)  =  0  и  Ііт  а9п  =  1іш  $п. 
п=  00  п  =  СО  В  =  00 

Сравнивая  суммы  $я,  8п  и  2П,  находимъ 

,яп<ѵп<5п. 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  ія  при  возрастаніи  и  до  00  стремится 
къ  тому  же  предѣлу,  къ  которому  стремятся  суммы  зп  и  8п. 
Этотъ  предѣлъ  зависитъ  только  отъ  х0  и  .г,  т.-е.  отъ  начальнаго 
и  коночнаго  значеній  перемѣннаго  ху  и  не  зависитъ  отъ  способа 
дѣленія  интервала  (іг0,  х). 

Тѣмъ  же  способомъ  мояшо  доказать,  что  и  сумма  2'я  при  воз¬ 
растаніи  п  до  ОО  стремится  къ  опредѣленному  предѣлу,  завися- 
щем}г  только  отъ  х0  и  х.  Кромѣ  того,  повторяя  разсужденія, 
которыми  мы  воспользовались  для  доказательства  равенства  пре¬ 
дѣловъ  суммъ  $Л  и  8п,  легко  показать,  что  суммы  2Я  и  2'я  стре¬ 
мятся  къ  одному  и  тому  же  предѣлу  при  возрастаніи  п  до  со. 
Обозначимъ  этотъ  предѣлъ  черезъ  Г\х,  х0 ). 

Если  Л>0  и  ограниченія,  наложенныя  на  функцію  х ), 
имѣютъ  мѣсто  въ  интервалѣ  (#,  ж-}- А),  то  ясно,  что  символъ 
Г{х- |-А,  х)  представитъ  предѣлы  суммъ,  аналогичныхъ  и 
но  отнесенныхъ  къ  этому  интервалу,  а  Р(х-\-к ,  х0)  будетъ  не 
что  иное,  какъ  сумма  Р(х,  Хц)-{- Р(х-\-1і,х),  такт»  что 

Р(х  А,  х)  =  Р(х  Л,  х0)  —  Р(х,  х0). 

Отсюда  на  основаніи  предыдущаго  слѣдуетъ,  что,  если  М  и  ж 
суть  соотвѣтственно  наибольшее  и  наименьшее  значенія  функціи 
(\х)  въ  интервалѣ  (х  -|-  Л,  х),  то 

жА  <  Щх  +  А,  х0) —  Г\х,  х0)  <  Л /А, 

^  Ъ\х  +  А,  Хъ)  —  Р{х,  х0)  ^  лг 
т<— - А - <Мш 

Такъ  какъ  при  уменьшеніи  А  до  нуля  числа  т  и  М  стремятся 
къ  і\х)}  то  первая  цѣпь  неравенствъ  показываетъ  непрерывность 


$  144.  Интегралъ,  какъ  предѣлъ  суммы. 
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функціи  Щх,  Хц)  въ  интервалѣ  (>0,  х),  а  вторая  даетъ  ея  произ¬ 
водную : 

(Щх,  аг0)  _■  1|т  І\х  +  Ъ,  х0)  —  Г(х,  хй)_, 
ах  о  л 

Пересматривая  приведенныя  выше  разсужденія,  но  трудно  за¬ 
мѣтить,  что  непрерывность  функціи  ((х)  играла  въ  нихъ  суще¬ 
ственную  роль,  между  тѣмъ  какъ  требованія  /’(#)>0  и  х^>х0, 
а,  слѣд.,  и  А>  0,  были  введены  для  простоты  изложенія  и  но 
представляютъ  необходимыхъ  условій  для  окончательныхъ  выво¬ 
довъ.  Поэтому  результатъ  предыдущихъ  разсужденій  можно  фор¬ 
мулировать  слѣ дующимі»  образомъ:  если  /*( х )  есть  функція ,  непре¬ 
рывная  въ  интервалѣ  (х0,  х)9  то  существуетъ  единственная  функ¬ 
ція  Щх,  х0),  которая  обладаетъ  слѣдующими  свойствами :  1)  она 
непрерывна  въ  интервалѣ  (х0 ,  х)\  2)  она  обращается  въ  пуль  при 
х  —  х0\  3)  ея  производная  равна  і(х). 

Принимая  во  вниманіе  свойства  2)  и  3),  назовемъ  функцію 
Щх,  х0)  опредѣленнымъ  интеграломъ  функціи  /*(&)  (сравн.  §  142). 

(х 

Онъ  обозначается  символомъ  \  /’( х)(1х ,  гдѣ  знакъ  ]  (вытяну- 

•  '  хо 

тая  латинская  б}гква  а?,  начальная  буква  слова:  « ттта »)  напо¬ 
минаетъ,  что  функція  Ъ\х,  х0)  есть  предѣлъ  извѣстной  суммы. 
Числа  г0  и  х  называются  соотвѣтственно  нижнимъ  и  верхнимъ 
предѣлами  интеграла. 

Если  Щх )  есть  одна  изъ  функцій,  производная  которыхъ 
равна  ((. х ),  то  (§  142) 

I  { (х)<1х  =  Щх)  —  Щх0) . 

^  хо 

Эта  формула  устанавливаетъ  связь  между  неопредѣленнымъ  и 
опредѣленнымъ  интегралами. 


Итакъ, 

(  /‘(х)^=1іт  {(*,— *і)/‘(*1)  +  .  •+(*— ѴіУ(Ѵі)}- 

д  ХО 

Сумму  второй  части  этого  равенства* сокращенно  обозначаютъ 

X 

символомъ  2  /*( х)\х ,  указывая  типъ  слагаемыхъ  и  предѣлы  сумми- 
я*о 

рованія,  такъ  что 


Г 


{(х)(ІХ  =  1 1 111  2  І\х)\х. 

і 
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§  145.  Примѣръ  вычисленія  интеграла,  какъ  предѣла 

X 

суммы.  Пусть  требуется  вычислить  \х2(1х. 

о 

Раздѣлимъ  интервалъ  (О,  х)  на  п  равныхъ  частей  и  обозна¬ 
чимъ  каждую  изъ  нихъ  Л: 


Вставляя  между  0  и  .г  п — 1  равноотстоящихъ  чиселъ,  полу¬ 
чимъ  рядъ 

О,  Л,  2 Л, 1)^, 

который  соотвѣтствуетъ  ряду 

Х0У  Х і»  Л2»*,Я'п—  Р  Х 

предыдущаго  §. 

Составляя  сумму  $п,  получимъ: 

8„=  А  { А2  (2А)2  + . .  +  [(»  —  1)А]2}  == А*  { 1*  +  22  + . .  +  (»  —  I)2}. 

Такъ  какъ 

!  2  _[_2 2  + . .  +  (м  —  1  )2  =  1  М2”  ~  Ч 

ТО 

„о/  —  1)и(2и —  1) _ ж3  (п  —  І)п(2й —  1)# 

^  0  ^3  0 


Переходя  къ  предѣлу  при  п=со,  находимъ: 
(п  —  \  )п{2п  —  1) 


Пт  8п  =  х 3.  Пт 
—  со  п  =  оо 


6п3 


д:3  /  1\/Л  1\  х3 

тг  Иш  (1 )(  2 )=“5"* 

ь»=ооѴ  »*А  "/  3 


Но  Нт  вп=  I  х2(1х.  Слѣд., 


71  =  00 


=  00 

г  X 3 

Х2(ІХ  = 

..  о 


Съ  геометрической  точки  зрѣнія  приведенное  выше  вычисле¬ 
ніе  есть  вычисленіе  площади,  ограниченной  параболой  у  —  х2у 
двумя  ея  ординатами  и  отрѣзкомъ  оси  х  между  ними. 


Упражненіе.  Вычислить  интегралъ 
зать  его  геометрическое  значеніе . 


хсіх,  какъ  предѣлъ  суммы ,  м 


ука- 


§  146.  Интегрированіе  функцій  или  квадратура.  Вычисленіе 
интеграла  данной  непрерывной  функціи,  существованіе  котораго 


$  147.  Таблица  основныхъ  интеграловъ. 
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было  доказано  въ  §  144,  называется  интегрированіемъ  или  квадра¬ 
турой,  при  чемъ  послѣднее  названіе  указывает!,  на  геометриче¬ 
скій  смыслъ  задачи,  т.-е.  на  вычисленіе  площади  или  опредѣле¬ 
ніе  квадрата ,  равновеликаго  этой  площади. 

Интегрированіе  функцій  лишь  въ  немногихъ  случаяхъ  можетъ 
быть  выполнено  при  помощи  конечнаго  числа  комбинацій  эле¬ 
ментарныхъ  функцій  (алгебраическихъ  и  элементарныхъ  трансцен¬ 
дентныхъ,  см.  §  22).  Въ  такихъ  случаяхъ  говорят!,,  что  инте¬ 
гралъ  « берется  въ  конечномъ  видѣ ».  Въ  большинствѣ  же  случаевъ 
интегрированіе  приводитъ  къ  новымъ  трансцендентнымъ  функціямъ. 

Если  бы,  напр.,  намъ  были  извѣстны  только  алгебраическія 

функціи,  то  интегралы  |  и  |  ^  явились  бы  новыми  функ¬ 

ціями  и  привели  бы  къ  введенію  въ  анализъ  тригонометріи  и 
ученія  о  логариѳмѣ . 

Первой  задачей  краткаго  курса  интегральнаго  исчисленія  слу¬ 
житъ  указаніе  общихъ  методовъ  интегрированія  и  простѣйшихъ 
случаевъ,  въ  которыхъ  оно  выполняется  въ  конечномъ  видѣ. 
Этой  задачѣ  посвящены  конецъ  настоящей  главы  и  двѣ  слѣ¬ 
дующихъ. 


§  147.  Таблица  основныхъ  интеграловъ.  Пользуясь  опредѣ¬ 
леніемъ  интеграла  (§  142),  легко  составить  таблицу  основныхъ 
интеграловъ .  Приводимая  ниже  таблица  въ  лѣвомъ  столбцѣ  содер¬ 
житъ  формулы  дифференціальнаго  исчисленія,  а  въ  правомъ  со¬ 
отвѣтственныя  формулы  интегральнаго,  при  чемъ  опущены  про¬ 
извольныя  постоянныя  интегрированія. 


(I  хп+1 


^  +  1 


1 


ІІХ 

а  7 

(І8ІПХ 

— 5 =  С08Х 

ах 

с К—С08Х )  _ 
ІІХ 

/На  их  __  1 

(ІХ  С082х 


81ПХ 


(нф  —  1) 


г/(  — соіх) _ 1  _ 

(ІХ  8ІПгХ 

йатіпх _  1 

(ІХ  |/  1  —  X 2 


хп  +  1 

»+Г 


(*Ф—  1).  .(93) 


=1одх .  .  .  . 


.  .  .  .(94) 


С08Х(ІХ  =  8ІПХ 


8ІПХ(ІХ  =  — С08Х  .  . 

(ІХ 


С08-Х 

(ІХ 


■  =  іапх 


]  8ІП-Х 


-соіх 


=  агс8Іпх  . 


•  (95) 

•  (96) 
(97) 

.  (98) 

•  (99) 
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с1{  —  агссозх)  _  1 

(ІХ  уЛ  I - х2 

(Іогсіапх  1 

~ЛТ 

( І( — агссоіх)  1 


(Іх 

(1  а* 


1  +я2 


йх  Іоа  а 
сіе* 

йх  6 


-  =  ах 


\  —  агссозх  .  .  (100) 

]|Л  —  х* 

-  — агсіапх  ....  (101) 
,1 1  - 1-  а?2 

\\~Г^і  —  ~агссоІХ  '  ■  *  (102) 

Г*  пх 

]*■*’=» ^ . <|03> 

I  (УХ(1х  =  ех . (104) 


Къ  формуламъ  этой  таблицы  добавимъ  еще  двѣ  слѣдующія: 

( (и  -|-  ѵ  —  гѵ)(1х  =/ гкіх  -{-  ( ѵсіх  — / хѵЛх  ....  (105) 
/ Лі(х)йх  —  л\{{х)йх, . (1 0(5) 


гдѣ  м,  ѵ  и  гѵ  суть  функціи  а  А  есть  постоянное  относи¬ 
тельно  х  число. 

Формула  (105)  показываетъ,  что  интегралъ  алгебраической 
суммы  равенъ  алгебраической  суммѣ  интеграловъ  слагаемыхъ ,  а  фор¬ 
мула  (106),  что  постоянный  множитель  можно  выносить  за  знакъ 
интеграла  (сравн.  §§  108,  109  слѣд.).  Справедливость  этихъ  фор¬ 
мулъ  легко  обнаружить,  сравнивъ  производныя  правой  и  лѣвой 
части  каждой  изъ  нихъ. 

§  148.  Интегрированіе  черезъ  подстановку.  Однимъ  изъ 
общихъ  пріемовъ,  употребляемыхъ  при  интегрированіи  функцій, 
является  такъ  называемый  « способъ  подстановки* .  Онъ  заключается 
въ  замѣнѣ  перемѣннаго  интегрированія  новымъ  перемѣннымъ. 

Пусть  / {(х)сіх  есть  данный  для  вычисленія  интегралъ.  Вве¬ 
демъ  вмѣсто  х  новое  перемѣнное  л,  связанное  съ  х  уравненіемъ: 

х  =  <р(я). 

Изъ  этого  уравненія  черезъ  дифференцированіе  находимъ: 

(Іх  —  и'ігуіг. 

Подставивъ  выраженія  х  и  (Іх  черезъ  г  въ  данный  интегралъ, 
получимъ: 

.1  /1»?Х=  Г  А'К 

Можетъ  случиться,  что  новый  интегралъ  |  Т{2)йг  принадле¬ 
житъ  къ  числу  основныхъ  или  окажется  проще  даннаго. 

Въ  такомъ  случаѣ  данная  задача  или  рѣшена,  или  упрощена. 


148.  140.  Интегрированіе  черезъ  подстановку  и  по  частямъ.  1в5 


Примѣры.  1.  Разсмотримъ  интегралъ: 

](х-\-а)пАх,  п=^= — 1. 

Полагая  х-\-а  =  г,  находимъ  0  +  0)"=^,  Ах  =  Аг.  Поэтому 
I  ( х  -[-  а)"  Ах  —  ]  г*Аг. 

По  формулѣ  (93)  находимъ 

Л-П+  1 

ігрі  +  е- 

Слѣдовательно, 


/  о  Ц-  аУ'ІХ  =  +  с ■ 


(ІХ 


2.  Посредствомъ  той  же  подстановки  интегралъ  ^  —  приво¬ 

дится  къ  основному  интегралу  (94): 

(*  +  «)  + <7. 


(ІХ 


3.  Для  вычисленія  интеграла  \  — „сдѣлаемъ  подстановку  \х—-аг. 

Такъ  какъ  Ах  —  аАг,  то  (форм.  Юб  и  101) 

Г  Ах  Г  Л»  1  Г  Аж  \  л 

\  -г—, — і,  =  \  гг—. — 5г  =  -  \  г~і — г,  =  агсіапгч- С . 

Слѣд., 

.  Г  ~  =  -  агсісіп  -  -}-  С . 

^  а-  -{-  а*2  64  а  ~ 

4.  При  помощи  той  же  подстановки  легко  убѣдиться,  что 

Г  Ах  х  і  „ 

^  у  а2  —  х1  а  , 

§  149.  Интегрированіе  по  частямъ.  Второй  общій  пріемъ, 
употребляемый  при  интегрированіи  функцій,  основанъ  на  обра¬ 
щеніи  формулы  (73),  дающей  производную  произведенія  двухъ 
функцій.  Умноживъ  обѣ  части  этой  формулы  на  Ах ,  получимъ: 

А(иѵ)  ==  иАѵ  4-  ѵАѵ. 
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Отсюда  находимъ: 

исіѵ  =  (1(иѵ)  —  ѵсіи. 

Интегрируя  это  равенство,  получимъ  формулу: 

\ийѵ—иѵ — . (107) 

которая  называется  формулой  интегрированія  по  частямъ.  Въ  нѣ¬ 
которыхъ  случаяхъ  она  позволяетъ  привести  данный  интегралт* 
къ  извѣстному  или  болѣе  простому  интегралу. 

Примѣры.  1.  Требуется  найти  }х8ІпхЛх. 

Полагая  и  =  х,  с Іѵ  =  $гпхсІх ,  находимъ  (форм.  96): 

(Іи  =  (1х\  ѵ  = —  со8х. 

Подставляя  эти  значенія  и  и  ѵ  въ  формулу  (107),  получимъ: 

|  Х8ІПХСІХ  —  —  ХС08Х  -ф-  ^  С08ХІІХ. 

Интегралъ  второй  части  этого  равенства  есть  одинъ  изъ 
основныхъ  интеграловъ  (форм.  95).  Пользуясь  этой  формулой, 
найдемъ,  что 

/ Х8ІПХСІХ  — - ХС08Х  -ф-  8ІПХ  -[-  С. 

2.  Требуется  найти  интегралъ  )хехсІх. 

Полагая  и  =  х  и  йѵ  —  ехсІх,  имѣемъ:  йи  =  йх ,  ѵ  =  сх  (форм.  104). 
По  формулѣ  (107)  получимъ: 

/ хсхсіх  =  хсх  — / ех(1х  =  хех  — .с* -ф-  С. 

3.  Требуется  найти  интегралъ  )х2С08хйх. 

Полагая  и  =  х2  и  (Іѵ  =  со8хсІх ,  находимъ  (форм.  95): 

(Іи  =  2 х(1х\  ѵ  =  8Іпх . 

Подставляя  въ  формулу-  (107)  указанныя  значенія  и  п  ѵ ,  по¬ 
лучимъ: 

)  хЧ'08Х(1х  —  Х28ІПХ 2  ( Х8ІПХСІХ . 

Интегралъ  второй  части  этого  равенства  былъ  уже  вычисленъ 
тѣмъ  же  пріемомъ  интегрированія  по  частямъ  (см.  прим.  1). 
Подставивъ  найденное  для  него  значеніе  въ  послѣднее  равенство, 
получимъ: 

/ Х2С08Х(ІХ  —  Х2ЗІНХ  -ф-  2ХС08Х 2 8ІПХ  -ф-  С. 
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4.  Требуется  найти  интегралъ  / агсзіпхсіх . 
Полагая  и  —  агсзіпх  и  с Іѵ  =  сІх ,  находимъ: 


(Іи- 


(ІХ 


У  г- 


V  —  X . 


-х2 


Подставляя  эти  значенія  и  и  ѵ  въ  формулу  (107),  получимъ: 


\  агсзіпхсіх  =  х  агсзіпх  — 


хсіх 


%Для  вычисленія  интеграла  второй  части  этого  равенства  по¬ 
ложимъ  1 — х2=У2.  Отсюда  черезъ  дифференцированіе  найдемъ: 
-хИх  —  яйя.  Поэтому 


= - 1  —  X1. 


Слѣд . ,  / агсзіпхсіх  =  хагсзіпх  — [—  |/"  1  —  х2  -|-  С. 

5.  Требуется  найти  интегралъ  [зіп2хсІх. 
Полагая  и  —  8іпх  и  йѵ  =  зіпхсіх,  находимъ: 

СІи  =  СОЗХСІХ,  ѵ  =  —  С08Х. 


Подставляя  эти  значенія  и  и  ѵ  въ  формулу  (107),  получимъ: 

\зІП2Х(ІХ  =  —  8ІПХС08Х  С032ХСІХ\ 

отсюда  черезъ  подстановку  1 — зіп2х  вмѣсто  соз2х  по  форм.  (1 05 > 
найдемъ: 

( 8ІП2хйх  =  —  8ІПХС08Х  СІХ  —  / ЗІП2ХСІХ . 

Отсюда  имѣемъ: 

2 $8ІП2ХСІХ  =  —  8ІПХС08Х  .Г, 

Г  1 

)  8ІП2Х(ІХ—  -  (х 8ІПХС08Х')  -(-  С . 
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Упражненія. 


2  , — 
.іУх*. 


,—  —  1од(1—х). 

з  хѴІх  . 

=  %(«*+*’)• 

X  (ІХ  1  .  X2 

і  —  тагсзіп  5. 
—  х  і  2  а* 

1 


ѵ  9.  \***п*йя 

С0&  -•/' 


Созх 


8ІПХ  .  С08ХІІХ  =  •  8ІП*Х. 

2 


11:  А  ЯП 

13-  ]аТ^--^(а+Ьс05а;)- 

15*  ^  хіодхйх  =  ^  X'2 1  /о#х  —  ^ 


17. 

,)  г  а* -(-{** 

19.  ||  =  хіапх  +  Іо  у  с  08 х. 


10. 

12. 

14. 

16. 

18, 

20 


Г2. 

■I.  (- 

Д1  —  х)2  1—х 

><^б.  Г  хйх  1 

’Ѵ-  I 


у/х  Ѵ 

(ІХ  1 


г — - — -  —  л  агсіапх *. 
1  +  х‘  2 

іапхііх  =  Іодзесх. 
0х=^(1одх)*. 

С08Х 


-  іУх  =  /о^г(1  -(-  зіпх). 


1  4-  лзях 

г/х  .  х  —  а 

— .  - =  агсзгп - .  , 

}/2ах  —  а2  а 

^І|  хЧх(Іх  =  —  З.і*2  +  6л;  —6). 

,  I*  ал?  .  .  ,  азіпіх-ісоз^х  аж 

1  У  - ^Тр2— С  •  < 

.  ^  « гсІапхМх=х.а гіапх — /о/; 


ГЛАВА  XIV. 


Нѣкоторыя  свойства  раціональныхъ  функцій.  Интегрированіе 
раціональныхъ  функцій. 

§  150.  Интегрированіе  цѣлой  раціональной  функціи. 

Интегрированіе  цѣлой  раціональной  функціи  (§  22)  основано  на 
формулахъ  (105),  (106)  и  (93). 

Пусть  имѣемъ  цѣлую  раціональную  функцію  перемѣннаго  х : 

Я»  =РоХп  +Ріхп~1  +  •’••  +  Р»-іж  +л. 

гдѣ  п  есть  цѣлое  положительное  число,  а  р  суть  числа,  не  зави¬ 
сящія  отъ  х.  Интегралъ  этой  функціи  выражается  такъ: 

5  к* уіх=  *п+1  +і'  хп+ •  •+ ^"2-  **+?.* 

гдѣ  рл4_г  есть  произвольное  постоянное  интегрированія. 
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§  151.  Нѣкоторыя  свойства  цѣлыхъ  раціональныхъ  функцій. 

Интегрированіе  алгебраической  раціональной  дроби,  т.-е.  дроби, 
которой  числитель  и  знаменатель  суть  цѣлые  раціональные  много¬ 
члены,  основано  на  возможности  разложенія  этой  дроби  на  т.  н. 
элементарныя  дроби.  Разложеніе  же  алгебраической  дроби  на 
элементарныя  зависитъ  отъ  нѣкоторыхъ  свойствъ  цѣлой  раціо¬ 
нальной  функціи.  Поэтому  остановимся  прежде  всего  на  раз¬ 
смотрѣніи  нужныхъ  для  нашей  цѣли  свойствъ  цѣлой  раціональ¬ 
ной  функціи. 

Въ  приведенных!,  ниже  теоремахъ  подъ  /*( х )  будемъ  разумѣть 
цѣлую  раціональную  функцію  степени  п,  т.-о.  будемъ  пола¬ 
гать,  что 

А»  —РохП  +1>г*;п~1  +  •  •  +Р„-ГХ 

гдѣ  п  есть  цѣлое  положительное  число,  а  р  суть  коэффиціенты, 
не  зависящіе  отъ  х.  Въ  тѣхъ  случаяхъ,  когда  нужно  указать, 
степень  функціи  Цх)  будемъ  обозначать  эту  функцію  черезъ  /*Я(Ѵ). 

Теорема  I.  Существуетъ  число  а ,  при  которомъ  /*(.г)  обра¬ 
щается  въ  нуль ,  т.-е.  такое ,  что  {{а)  =  0. 

Эта  теорема  есть  основная  теорема  алгебры.  Доказательство 
ея  выходит!,  изъ  рамокъ  настоящаго  курса.  Его  можно  найти  въ 
каждомъ  курсѣ  высшей  алгебры. 

Число  а ,  при  которомъ  Цх)  обращается  въ  нуль,  называется 
корнемъ  или  нулемъ  функціи  /*( х ).  Корень  функціи  Цх)  можетъ 
быть  числомъ  вещественнымъ  и  числомъ  комплекснымъ. 

Теорема  II  (Вёгоиі).  Остатокъ  отъ  дѣленія  цѣлой  раціональной 
функціи  { (х)  на  разность  х — а  равенъ  /Т а). 

Док.  Если  @(х)  и  11  суть  соотвѣтственно  частное  и  остатокъ 
при  дѣленіи  Цх)  иа  х  —  л,  гдѣ  11  есть  постоянное  относительно  х 
число,  то  по  свойству  дѣленія  имѣемъ  тождество: 

/'0*0  —  о  —  а)  Ц(х)  Н. 

Положивъ  въ  этомъ  тождествѣ  х  =  а,  получимъ  1!  -/Та),  что 
и  треб,  доказать. 

Слѣдствіе.  Если  а  есть  корень  функціи  /'„0*0,  то  Іі  =  ф(а)=0  и 

/■„00=0— я) 


Теорема  III.  Цѣлая  раціональная  функція  (п(х)  имѣетъ  п 
корней. 

Док.  По  теоремѣ  I  функція  (фх)  имѣетъ  корень;  обозначивъ 
его  черезъ  аѵ  но  слѣдствію  теоремы  II  найдемъ: 

/■„00=0— <*і)  Л-іОО- 
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Прилагая  то  жо  разсужденіе  къ  функціи  /Л_1(д:),  получимъ: 

/■п_і<Х)  =  (х  —  а2)  /’„_2(х), 

гдѣ  а2  есть  корень  функціи 
Точно  также  найдемъ,  что 

/„-2 С*)  =  О  —  «з)  /■«_ зОО> 

/■„_зО)  =  О — «4)  Л,-**». 

/■2Ь6 = О  —  ап-і) 

лс*)= (*—<*„) /л*)» 

гдѣ  а3,  б/.п  суть  корни  соотвѣтственно  функцій: 

Л,_20).  Л,_зО),  •  • ,  Ш')- 

Перемноживъ  написанныя  выше  равенства  и  сокративъ  ре¬ 
зультатъ,  получимъ 

/■„О)  =  (*  —  «і)  С*  —  <**)  •  •  О — о„-і)  О  —  япѴо0*0. 

гдѣ  /*0(аг)  есть  функція  нулевой  степени  относительно  х ,  т.-ѳ.  ио- 
■стояннос  относительно  я*  число. 

Послѣднее  равенство  показываетъ,  что  /^(я)  обращается  въ 
нуль  при  х=аѵ  а2,..,  ап ,  т.-е.  имѣетъ  п  корней .  Что  жо  ка¬ 
сается  числа  /*о(#),  то  легко  убѣдиться,  что  оно  равно  рп.  Дѣй¬ 
ствительно,  послѣдняя  формула  показываетъ,  что  { п(х )  дѣлится 
безъ  остатка  на  произведеніе  (.г  —  (. х  —  а2)  .  ..(я  —  ап),  пред¬ 
ставляющее  въ  раскрытомъ  видѣ  многочленъ  ю"ой  степени,  старшій 
членъ  котораго  есть  хп ,  и  что  частное  отъ  этого  дѣленія  равно 
/0(дг).  Съ  другой  стороны,  частное  двухъ  многочленовъ  одной  и 
той  же  степени  равно  частному  отъ  дѣленія  ихъ  старшихъ  чле¬ 
новъ,  т.-е.  въ  разсматриваемомъ  случаѣ  равно  рах*  :  хп  =  р0. 

■слѢд.,  еа(х)=к и 

/■„(«)  =  —  #2)  (я  —  а2)  ...  (х  —  а„). 

Эта  формула  даетъ  разложеніе  на  линейные  множители  много¬ 
члена  /п(х)  и  показываетъ,  что  разложеніе  многочлена*  на  линей¬ 
ные  множители  и  нахожденіе  его  корней  или  рѣшеніе  уравне¬ 
нія  /'п(х)~0  представляютъ  одну  и  ту  же  задачу. 

Если  всѣ  а  различны  между  собою,  то  каждое  изъ  нихъ  назы¬ 
вается  простымъ  корнемъ  функціи  /'„(я);  если  же  б/1=(72=...— 
—  а^==а(а  <  и),  то  а  называется  а  -  кратнымъ  корнемъ  /^(я),  а 
число  а — степенью  кратности  корня  а. 
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Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  если  а,  Ъ, .  .  .  ,/суть  корни  функціи  /'„(я) 
соотвѣтственно  степеней  кратности  а,  то 

ЛіО) = ѵ0 — аУ(.х — ьу . .  .  (х — Г)\ 

при  чемъ  а  -}-  р  4“  •  •  а  —  и. 

Слѣдствіе  1.  Если  функція  /Л(Ѵ)  обращается  въ  нуль  при  боль¬ 
шемъ,  чѣмъ  п ,  числѣ  значеній  перемѣннаго  х ,  шо  оиа  тождественно 
равна  ну лю у  т.-с.  всѣ  ея  коэффиціенты  суть  нули. 

Док.  Пусть  аѵ  а2, .  .  . ,  еіп  суть  корни  ДО).  Но  предыдущему 

Тп 0*0  =Ро(.х  —  °л)  О*  —  »2)  •  -Сг  —  О- 

Если  ап+1  есть  число,  отличное  отъ  аѵ  а2, .  .  . ,  ап  и  ДаЛ+1)=.0, 
то  изъ  этого  равенства  слѣдуетъ,  что  р0  —  0.  Слѣд., 

/■.(*)  =р1*т'-1 + ?Ѵ~2 + •  •  •  Н-і’п-і3'1  +^»= 

=  р  г(х  —  а,)  (х  —  а2) . .  (ж  —  ап_3-). 

По  предположенію  при  х  =  ап_2  функція  ДО)  обращается 
въ  нуль;  слѣд.,  р1  =  0  и  ДО)  =  р2х*~*  + . .  +2>п_0  Повторяя 

указанное  разсужденіе,  мы  придемъ  къ  заключенію,  что  каждый 
изъ  коэффиціентовъ  р  есть  нуль. 

Слѣдствіе  2.  Если  двѣ  цѣлыхъ  раціональныхъ  функціи  {(х)  и  І^О) 
тождественно  равны ,  т.-е.  имѣютъ  равныя  значенія  при  всѣхъ  зна¬ 
ченіяхъ  перемѣннаго ,  то  коэффиціенты  при  одинаковыхъ  степеняхъ 
перемѣннаго  х  въ  этихъ  функціяхъ  равны. 

Док.  Разность  /*( х )  —  Е(х)  представляетъ  цѣлый  многочленъ, 
который  равенъ  нулю  при  всѣхъ  значеніяхъ  х\  но  слѣдствію  1 
всѣ  коэффиціенты  его  равны  нулю.  Отсюда  вытекаетъ  изложен¬ 
ное  въ  слѣдствіи  2  предложеніе. 

Предыдущія  теоремы  но  налагали  никакихъ  ограниченій  на 
коэффиціенты  разсматриваемой  функціи.  Коэффиціенты  ея  могли 
быть  числами  вещественными  и  числами  комплексными.  Слѣдующая 
теорема  относится  только  къ  тѣмъ  цѣлымъ  раціональнымъ  функ¬ 
ціямъ,  всѣ  коэффиціенты  которыхъ  суть  числа  вещественныя. 

Теорема  IV.  Если  цѣлая  раціональная  функція  Д х )  съ  веще¬ 
ственными  коэффиціентами  имѣетъ  комплексный  коренъ  х  —  Ѣ-\-іті9 
гдѣ  с  и  т{  вещественныя  числа ,  а  і=  \У  — 1 ,  то  она  имѣетъ  также 
корень  х  =  1  —  г гр  сопряженный  съ  первымъ. 

Док.  Изъ  ученія  о  комплексныхъ  числахъ  извѣстно,  что  ре¬ 
зультаты  всѣхъ  дѣйствій  надъ  ними  выражаются  комплексными 
числами.  Поэтому  результатъ  подстановки  числа  $  -[“  Щ  вмѣсто  х 
въ  функцію  /‘О)  есть  число  вида  Р  -{-  гдѣ  Р  и  суть  веще¬ 
ственныя  числа.  Для  того,  чтобы  Д$-рЦ)  =  -Р  +  Щ  =  ^  необхо¬ 
димо  и  достаточно,  чтобы  каждое  изъ  чиселъ  Р  и  было  нулемъ. 
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Такъ  какъ  сопряженныя  числа  5  -)-  Щ  и  2  —  гг,  отличаются 
только  знакомъ  при  г,  а  коэффиціенты  функціи  Д#),  по  предпо¬ 
ложенію,  вещественны,  т.-е.  не  содержатъ  числа  г,  то  результатъ 
подстановки  числа  $  —  гГ|  вмѣсто  х  въ  функцію  і\х)  выразится 
числомъ  Р  —  гф,  которое  обращается  въ  нуль,  если  Р  =  0  и 
^=0.  Слѣд.,  если  /’(с*  гг,)  =  0,  то  и  /*($ —  гг,)  =  0,  что  и  требо¬ 
валось  доказать. 

Слѣдствіе  1.  Если  число  есть  к-кратный  корень  функціи 

/(. х ),  то  и  число  2  —  гг,  есть  ея  к-кратный  корень . 

Слѣдствіе  2.  Парѣ  сопряженныхъ  комплексныхъ  корней  въ  раз¬ 
ложеніи  функціи  {'(х)  па  множители  соотвѣтствуетъ  множитель 
вида  х2  -\-рх  +  (7>  пРи  чемъ  Я — Р21 4>0. 

Дѣйствительно,  корню  $  -{-  ггі  соотвѣтствуетъ  въ  разложеніи 
функціи  /’О)  множитель:  х — 2  —  гг,,  а  корню  $  —  гг,  * — множи¬ 
тель:  х  —  Произведеніе  ихъ  равно  ( х  —  Б)2-|-7,2  или 

х2 — (— (З2— (— г/2),  т.-е.  представляетъ  выраженіе  вида:  х2-\-рх- 
гдѣ  р  =  2;,  (1  =  &  +  Г,2  И  2—  ^2/4  =  т(2>0. 

Слѣдствіе  3.  к-кратной  парѣ  сопряженныхъ  комплексныхъ  корней 
въ  разложеніи  функціи  {(х)  соотвѣтствуетъ  множитель  (х2-\-рх-\-уу. 

Изъ  приведенныхъ  выше  теоремъ  вытекаетъ  слѣдующее  заклю¬ 
ченіе:  цѣлая  раціональная  функція  {(х)  съ  вещественными  коэффи¬ 
ціентами  разлагается  па  множители  вида:  ( х  —  а)а  и  (х2-\-рх- 1-#)\ 
гдѣ  а,  р  и  <[  суть  вещественныя  числа ,  а  а  и  1с — цѣлыя  и  положи¬ 
тельныя  числа . 

§  152.  Разложеніе  раціональной  дроби  на  элементарныя. 

Раціональная  алгебраическая  дробь  имѣетъ  видъ  Р(я;)/ЛХ)>  гдѣ  Е 
и  /’  обозначаютъ  цѣлые  раціональные  многочлены  относительно 
перемѣннаго  х.  Мы  будемъ  предполагать,  что  эти  многочлены  но 
имѣютъ  общихъ  множителей,  т.-е.  что  данная  дробь  несократима . 

Если  степень  числителя  меньше  степени  знаменателя,  то  дробь 
называется  правильной,  а  въ  противномъ  случаѣ  неправильной . 

Такъ  какъ  неправильную  дробь  посредствомъ  дѣленія  числи¬ 
теля  на  знаменатель  можно  представить  въ  видѣ  суммы  цѣлой 
раціональной  функціи  и  правильной  дроби,  то  можно  ограничиться 
разсмотрѣніемъ  только  правильной  дроби.  Кромѣ  того  мы  будемъ 
заниматься  только  такими  дробями,  которыхъ  числители  и  знаме¬ 
натели  суть  многочлены  съ  вещественными  коэффиціентами. 

Пусть  Р(х)  /  {(х)  ость  несократимая  правильная  дробь,  и  пусть 
коэффиціенты  функцій  Р(х)  и  ((х)  суть  вещественныя  числа. 

Положимъ,  что  а  есть  а-кратный  корень  функціи  /’(.г*),  т.-е.  что 

/0)=0— «)*Л О)  и  1\(<С)Ф о*). 

*)  Въ  настоящемъ  §  значки  при  [  и  Р  не  указываютъ  на  степень 
функціи,  какъ  это  было  въ  §  151. 
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Въ  такомъ  случаѣ  данную  дробь  можно  представить  въ  слѣ¬ 
дующемъ  видѣ: 

А  |  ЭД  /ѵч 

(00  ~ {х  —  «)*  ~г  ( /•  —  ау- •'  /',(»)’ 

гдѣ  А  есть  постоянное  число. 

Чтобы  доказать  это,  возьмемъ  тождество: 

ОД=  А  Р(,  г).  Л 

/’О)  (от  — а)*  +’  /’О)  (ж  —  а)* 

Соединяя  во  второй  части  два  послѣдніе  члена,  находимъ: 

Ѵ(х) .....  _Л_  .  .?(*)■-— Л/,  (а?)  , 

/‘(#)  (.г  —  а)7  '  —  . 

Такъ  какъ  въ  тождествѣ  (/.)  число  Л.  совершенно  произвольно, 
то  можно  выбрать  его  такъ,  чтобы  вторая  дробь  второй  части 
тождества  (р)  сократилась  на  х —  а.  Для  этого  достаточно  (§  151, 
теор.  II),  чтобы 

Ъ\а)~  =  0  или  А  —  1\а)  Ц\{а), 

Это  равенство  даетъ  для  А  опредѣленное  значеніе,  неравное 
нулю,  такъ  какъ,  по  предположенію,  1\а)  и  /\( а)  отличны  отъ 
нуля.  При  этомъ  значеніи  А  имѣемъ: 

Ъ\х)  -  Аі\(х)  =  {х  —  а)  Ъ\(х)у . (» 

гдѣ  1'\(х)  есть  цѣлый  многочленъ.  Сгь  помощію  этого  равенства 
тождество  (р)  преобразуется  въ  тождество  (>,).  Такимъ  образомъ 
доказана  возможность  выдѣленія  изъ  данной  дроби  1<\х)  Ц '(х) 
дроби  А  /  (х  —  а)*.  Что  касается  многочлена  /Г'1(.-г),  то  изъ  тожде¬ 
ства  (у.)  видно,  что  степень  его  ниже  степени  (х-  -«)*  а 

изъ  тождества  (у),  что  онъ  не  имѣетъ  общихъ  дѣлителей  съ 
многочленомъ  (х(х).  Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  дробь 

.  *\(х)  _ 

(.'•  —  а)*- 1  І\(х ) 

есть  дробь  правильная  и  либо  несократимая,  либо  сократимая 
только  на  нѣкоторую  степень  разности  х  —  а. 

Повторяя  относительно  ея  разсужденія,  приложенныя  къ  перво¬ 
начальной  дроби,  находимъ  тождество: 

_ ^  1  (%) _  _  А 1 _  і _ ^  2^) 

(X  —  а)*’~Л/\и)  ~  (X  —  а)*- 1  [  {х  —  а)ѵ~2і\{х) 
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гдѣ  А}  есть  постоянное  число,  которое  можетъ  быть  и  нулемъ, 
а  Р2(х)  есть  цѣлый  многочленъ,  не  имѣющій  общихъ  дѣлителей 
съ  многочленомъ  /\(х). 

Легко  видѣть,  что  а-кратное  повтореніе  указаннаго  процесса 
приведетъ  насъ  къ  тождеству 


*’(*)_  А  і  л  і  .  Л-,  , 

І\х)  (х  —  ау  1  (х —  а)*” 1  1  '*  1  х — а  1  /х(х) 

въ  которомъ  А,  Аѵ..,  Аа_г  суть  постоянныя  (Л^:0),  а  14\(х) 
есть  цѣлый  многочленъ,  степени  низшей,  чѣмъ  многочленъ  1\(х), 
н  не  имѣющій  съ  нимъ  общихъ  дѣлителей. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  если 

!'(х)  —  (х  —  а У  ( х  —  Ъу . . .  (х  —  Іу, 

то  имѣетъ  мѣсто  тождество: 


Р(х) 


л 


/*( х )  (х  —  ау  1  (х  —  ау~ 1 

В  ,  Вл 


( х  —  ъу  ‘  (х  —  Ьу~1 


х — а  ' 

'  ОТ _ А  * 


1  ■ 


-1 - " _ 1_  А  I  I  А-1 

~  (х  —  Іу  ^  (х  —  Іу  -і  • 


+ 


х—Ѵ 


(107) 


въ  которомъ  А ,  Л1Ѵ..,  В,  Х1Ѵ.  суть  постоянныя  и 

А ,  I'  отличны  отъ  нуля. 

Дробь  вида  А  /  (х — ау  называется  элементарной .  Формула  (107) 
указываетъ  форму  разложенія  несократимой  правильной  дроби  на 
элементарныя. 

Для  опредѣленія  коэффиціентовъ  Л,  Др..,  В,  разло¬ 

женія  (107)  можно  воспользоваться  слѣдствіемъ  2  теоремы  III 
§  151.  Приведя  вторую  часть  тождества  (107)  къ  одному  знаме¬ 
нателю,  который  равенъ 

(. х  —  ау  (х  —  Ьу . .  (х  —  іу  —  ((х), 

и  складывая  числителей,  находимъ  въ  числителѣ  суммы  всѣхъ 
элементарныхъ  дробей  многочленъ  степени  (я—{—  р ~(— . . ■ -)-/.) — -1  —п — 1. 
Этотъ  многочленъ  тождественно  равенъ  многочлену  Р(х).  Сравни¬ 
вая  коэффиціенты  при  одинаковыхъ  степеняхъ  перемѣннаго  въ 
этихъ  многочленахъ,  получимъ  систему  п  уравненій  первой  сте¬ 
пени  относительно  искомыхъ  и  коэффиціентовъ  Л,  Аѵ...  В,  Вг , . . . 
разложелія  (107).  Рѣшеніе  этой  системы  даетъ  ихъ  значенія. 
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Разложеніе  (107)  имѣетъ  мѣсто  какъ  въ  томъ  случаѣ,  когда 
всѣ  корни  знаменателя  данной  дроби  суть  вещественныя  числа, 
такъ  и  въ  томъ,  когда  знаменатель  имѣетъ  комплексные  корни., 
Въ  послѣднемъ  случаѣ  формула  (107)  представляетъ  то  неудоб¬ 
ство,  что  во  второй  части  ея  появляются  комплексныя  числа. 
Покажемъ,  что  это  неудобство  можно  устранить,  воспользовав¬ 
шись  теоремой  IV  §  151. 

По  слѣдствію  3  этой  теоремы,  /^-кратной  парѣ  сопряженныхъ 
корней  ч-ргг,  функціи  }(х)  въ  ея  разложеніи  на  множители  со¬ 
отвѣтствуетъ  множитель  {х2 рх ц)к ,  гдѣ 

Р  —  —  2$,  д,  =  “  +  тЛ  ч—  і?2/4>0. 

I Іоэтому  {(х)  —  (х2  -\~2)Х  ГІУІ\(.Х)- 

При  помощи  этого  равенства  данную  дробь  можно  преобразо¬ 
вать  слѣдующимъ  образомъ: 

Р(х) Мх  -|-  N  Л  х)  Мх-\-К 

І\х)  ~~  (x2-\-рx-\-^)I{'  {х2-\-}іх  -[-  9)^ \іх)  О*2  ~\~РХ  +  0)к 

Мх  +  К  ,  Р(х)  —  (Мх^г  К)Г1(х) 

(х2+рѵ-\-аУ*  1  (^2+^  +  7)/,/І(^) 

гдѣ  М  и  суть  произвольныя,  постоянныя  числа. 

Опредѣлимъ.  М  и  Лт  такъ,  чтобы  вторая  дробь  второй  части 
послѣдняго  тождества  сократилась  на  х2-\-рх  -|-(/.  Для  этого  до¬ 
статочно,  чтобы  числитель  ея  дѣлился  на  х  —  ($  щ)  и  на 
х  —  (Е  —  щ)  (см.  §  151,  теор.  IV,  слѣд.  2).  Если  онъ  дѣлится  на 
первую  разность,  то  но  теор.  II  §  151  должно  имѣть  мѣсто 
тождество: 

Л  2  +  щ)  —  [Щ*  +  щ)  +  ЩГ- і(Е  +  Щ)  =  0; 


отсюда  находимъ 

.1П  +  ІѴГ:  ~ 


Г,  Мг. 


Я, 


гдѣ  Р  и  ( 2  суть  вещественныя  числа. 

Эти  уравненія  опредѣляютъ  коэффиціенты  М  и  Л".  Легко 
убѣдиться,  что  при  найденныхъ  такимъ  образомъ  значеніяхъ 
этихъ  коэффиціентовъ  многочленъ  Р(х)  —  (Мх  ХУг(х)  дѣлится 
и  на  разность  х  —  ($  —  щ)  и,  слѣд.,  дѣлится  на  произведеніе 

[х  —  (3  +  гг,)]  [х  —  (5  —  гг,)]  =  х2  -\-рх  +  <1- 
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Поэтому  данная  дробь  можетъ  быть  представлена  въ  видѣ: 

ІЩ  Жг  +  ІУ _ І\(х) 

((х)  (; х 2  -\-рх  -)-  г/)“  ( х 2  +  <1)к~Ч\(%) ’ 

гдѣ  Ъ\{х)  есть  многочленъ  степени  не  выше  п — 3,  не  имѣющій 
общихъ  множителей  съ  (\(х). 

Дробь  вида 

Мх  +  Х 
(х2  4 -рх-\-  в)* 

при  условіи,  что  <2 — 2>2/ 4>0,  называется  элементарной. 

Изъ  приведеннаго  выше  разсужденія  слѣдуетъ,  что  въ  разло¬ 
женіи  дроби  Ѵ(х)//(х)  на  элементарныя  А  -  кратной  парѣ  сопря¬ 
женныхъ  комплексныхъ  корней  соотвѣтствуетъ  сумма: 

Л/г  +  .У  Жі^  +  ІѴі  . 

(.г2  *4“  рх  <2)^  (д?2.  — (— 1  1  *”  1  х2-\*рх  +  і  ' 

гдѣ  Л/,  Лѵг,  Л/г  іѴг...,  Л//к._р  -Ѵ/—1  суть  вещественныя  числа  и 
притомъ  по  крайней  мѣрѣ  одно  изъ  чиселъ  Ж  и  Лг  отлично  отъ 
нуля.  Они  опредѣляются  тѣмъ  же  способом!,,  какъ  и  коэффиціенты 
разложенія  (107). 

Примѣръ  1 .  Разложить  дробь  (х-{-  \)/х2{х-  1)  на  элементарныя. 
Но  формулѣ  (107)  имѣемъ 

х  ~Ь  *  _  Л  !  ^_1  і  & 
х2(х - 1)  х2  1  X  '  X — 1 

Отсюда  находимъ: 

Л(х  —  1)  ЛуГ(х —  1 )  Рх2  —  х-\-  1 . 


Сравненіе  коэффиціентовъ  при  одинаковыхъ  степеняхъ  х  въ 
правой  и  лѣвой  частяхъ  этого  тождества  даетъ  систему 
уравненій: 

Л1+Б=0;  А~ЛХ  =  1;  А  =  —  1. 

Рѣшая  эту  систему,  получимъ: 

А  —  1,  Аг  =  —  2,  13  =  2. 


./•  1 

хЦх  1 1 


2 

х 


о 


г 


Слѣд., 


л: 
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Примѣръ  2.  Разложить  дробь  1/(х —  1)  (#2  ~| -і)2  на  элемен¬ 
тарныя . 

Такъ  какъ  знаменатель  имѣетъ  одинъ  вещественный  ко¬ 
рень  (х  =  1 )  н  двукратную  пару  сопряженныхъ  мнимыхъ  кор¬ 
ней  (х  =  -4- г),  то  разложеніе  представится  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

1  Л  Жг  4-  Аг  ІІ/гг  +  Ж 

(я?— 1)  (ж2 +1)2 “я?—  "І "Г 0г2+1)-  +  Г  * 


Приведя  это  тождество  къ  одному  знаменателю  и  сравнивъ 
коэффиціенты  числителей,  получимъ  для  опредѣленія  А ,  Ж  АГ, 
•Ж2  и  систему: 


А  +  Мх  =  0;  Ж  —  Ж  =  0;  2Л  Ж+  Ж  —  АГ  =  0; 
N  —  М  —  Мх  -[-  Лг}  =  0;  И  —  Лт  —  1. 


Рѣшивъ  ее,  получимъ: 


Искомое  разложеніе  таково: 

1  11  1  -И 

(я?  — 1)(а?2+1)2  —  4І— 1  2  (**+!]*  4  ^2+Г 


Упражненія.  Слѣдующія  дроби  разлооісить  на  элементарныя: 

1  _  -У—  .  2  _ - _ •  3  — - - 

'а>«  +  7®.+  12’  я*3 і’  .«*  +  !• 


§  153.  Интегрированіе  раціональныхъ  дробей.  Изъ  преды¬ 
дущаго  §  слѣдуетъ,  что  интегрированіе  правильной  раціональной 
дроби  приводится  къ  вычисленію  интеграловъ  слѣдующихъ 
типовъ: 


А) 


<1х 

х  —  а 


:  В) 


С) 


Мх  -)-  Л"  , 

I  **+рх+а*: 


в» 


с)  і  х2-\ -рх-\-<2)к 


Разсмотримъ  отдѣльно  каждый  изъ  нихъ. 

А)  Такъ  какъ  <1х=(1(х —  а),  то  (форм.  94). 

(  (Іх  Сй(х  —  а) 

,1  х  —  а 


х  —  а 


Іодіх  —  а). 
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В)  Пользуясь  тѣмъ  же  преобразованіемъ  для  интеграла  вто¬ 
рого  типа,  получимъ  (форм.  93): 


( Іх 


•  аУ 


(х  —  а)-ЧІ(х  —  а) 


1 


1 


1  —  я  (х  —  а) 


!«-  1 


С)  Интегралъ  третьяго  типа  можно  представить  въ  видѣ  суммы 
двухъ  интеграловъ  слѣдующимъ  образомъ: 


МС  2х  р 


-Л\- 
9  г  2 


2 х2-\-  рх+а 


(ІХ 

+/«;+'/ 


Найдемъ  интегралы  второй  части  этого  тождества  (см.  §  148): 


,ь=  ^+Р“+і)  =  1  (І,+  , 


I  С? ( Д? 2  — | —  рХ-\-(]) 


'(*+!) 


*+* 


.х--\-рх-\-ч 


агсіап  ■ 


!(-+?)’+(«-?)  /Г-?  /,-=? 


I))  Вычисленіе  интеграла  4-го  типа  основано  на  томъ,  что 
его  можно  привести  къ  интегралу 

(ІХ 


і  (л:2-|-І>я:-]-7)і 


(I)') 


который  въ  свою  очередь  приводится  къ  интегралу  того  же  типа, 
но  съ  показателемъ  к — 1  въ  знаменателѣ. 

Дѣйствительно, 


і  ѵ  11  і 

3  {зР+рх+цУ  Х~~  2 
Л/  1 


Л1 Г  2*4- 


1 


(ІХ- 


-(іѵ-і 


Л/у\  г 

2  /.'(х2-Р^4-(/)'' 


ІР‘+К 


Мр\  і* 


2  1 — к  (х2-\-рх-\-(і)к-~1  1  V"  2  / Д (д:2  — )л 


(ІХ 


Для  вычисленія  второго  интеграла  положимъ  х-\-р/2~  2  и 
ц —  р2/4  =  ;і2;  получимъ: 

Г  (Іх  і*  Ах 

)(х*Ц 


+РХ-\-(1)к  Л024“  Р2)* 
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Преобразуемъ  послѣдній  интегралъ  слѣдующимъ  образомъ: 


Г. _ і2. _ і( 

1 1 

:  і! 

’  гЧг 

I  (#*+ц*)* 

к «~2+Р*У‘ 

Прилагая  ко  второму  интегралу  второй  части  этого  тождества 
формулу  интегрированія  но  частямъ  (§  149),  найдемъ: 

(*  22сі2  [*  ^  гйя  1  я 

)  (*2  +  ]х2)к  “)  *' '  (Л  + ѵ*)к  ~  2(1  —  к)  '  (я*  - 1  ~ 

1  Г  йя 

2(1  — 


При  помощи  этого  равенства  изъ  предыдущаго  получимъ: 


г  (Ь  _  1 

3  (**+»??  ~~  2(А  —  1)р2 


Л 


2к  —  3 
2к  —  2 


1  I*  СІЯ 

^(.2  +  |Х2ГГ 


Эта  формула  показываетъ,  что  интегралъ  типа  1)'  можно  нри- 
вести  къ  интегралу  того  же  типа,  но  съ  меньшимъ  на  единицу 
показателемт»  въ  знаменателѣ.  Послѣдовательное  приложеніе  .этой 
формулы  к — 1  разъ  приводитъ  къ  найденному  уже  интегралу 
(см.  интегралъ  типа  С). 

Указанныя  въ  настоящемъ  §  формулы  исчерпываютъ  вопросъ 
объ  интегрированіи  раціона  л  ыіыхъ  правильныхъ  дробей.  Что  же 
касается  неправильной  дроби,  то  она  можетъ  быть  представлена 
въ  видѣ  суммы  цѣлаго  многочлена  и  правильной  дроби.  Поэтому 
интегрированіе  всякой  раціональной  дроби  совершается  пріемами, 
указанными  въ  §  150  и  настоящемъ. 


Примѣръ  1.  Найти 


Г  *+І 


с/х. 


Разложеніе  подъинтегральной  дроби  на  элементарныя  указано 
въ  §  152. 

Пользуясь  имъ,  находимъ: 


=  —  2Іорх  — }-  2 Іос/(х  —  1 )  -|—  С. 

с/х 


Примѣръ  2.  НшЬ,т 
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Разложеніе  нодъинтегралыюй  дроби  на  элементарныя  (см.  §  152, 
примѣръ  2)  приводитъ  къ  равенству: 

ГА  л  г 

*4-і 

Найдемъ  отдѣльно  каждый  изъ  интеграловъ  второй  части. 
Первый  интегралъ  борется  но  формулѣ  (94): 


г  (ІХ  1 1 

(ІХ  1  | 

;  ж+!  (ІХ  Ч‘ 

'  (X  —  1)  (X2  4-  1)2  —  4. 

\х  —  1  _  2. 

'(а-2  (-1)2  4 Г 

Г  (Іх 


\ 


,г  - 


1 


:  ІОГ/(.Т  -  1  ). 


Второй  интегралъ  вычисляется  слѣдующимъ  образомъ: 

Г  >-Н  ,/г_  ('  Х,ІХ  I  Г _ =  1  №а  + і)  V  Г  ,ІТ  __ 

(іс2— (_  1)2  и‘  ѵ) (а;2+  1)2+~ .) (^24“  I)2  2.)  (а:2+1)2  п  .)(а:*+1)* 

=_1_і _ Л-Аі 

2х2+1  ^  (**+!)* 


I*  (ІХ 

Г  <!х 

Г  х2(1х 

.'(.г24-і)2  . 

,!  Га-2 +1Я  ах- 

Ѵа^+1~ 

)(Х2+1)2 

=  агс/апх —  ^ 


Г  %2(1х 


Х2СІХ 

Л>+1)2 


4 


Х(ІХ 


X- 


,'(х2-\-  1)2’ 

1  _рг  ,  1і '  (ІХ  _ 

2'  .г 2 4-1  ‘.I  2.)«*ф5  ~ 


(а:2+1)2 

\  X  1 

:Г2*+1+2аГГІаПХ' 


[  х  .  1  х  —  1,1  . 

\  етГТ)5  <>х-  2  •  .Т+Л  +  2  агеІаЩ- 


слѣд., 

'(.г2+1) 

Для  третьяго  интеграла  находимъ: 

Га;  +  1 


г  х  4- 1  ,  г  хііх  .[  их  1  ,  ....  . 

)^5 +  !  Их—  \  х2?рі+Ух2±1Т2  1°№-Г  1)  +  с"П<шх. 

Умножилъ  первый  интегралъ  на  ]/4,  второй  на — 1  и  третій 
на — 1/і  и  сложивъ,  получимъ  данный  интегралъ: 


і/х 


(х — 1)  |.г24-1)2  8  а;2+ 1 


1,  (.г— I)2  1.  ,  х  —  1 

-  Щ  — — — ; - „  Ш'СІаѴХ  - 


4(.г2+ 


Г,+С- 
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Упражненія. 


1  (‘  йх  і  .  а?  1 


+  і 

■+:{  /,  <  о®-  з)9 

5.Г  +  <>'''  ":І  і  X  2  '■ 


2-  \^=ТГГ-^(Х  =  Ч 

Х(ІХ 


3.  I  -  . .  = - -і  +2/07  7*. 

,!  (Ж  +  2Х®  +  3)2  а-  +  3  •  *  +  2 

,  I  2ж(Іх  ,  ,  /  •'•  2  4-  1 

4  Л**  +  іХа'2  ГзГ  °я1'  -г2  +  з‘ 

5.  Г  (х*~  ж  +  1>/'г  =  1  1  І0І,  -  (ігсіаѵ X  • 

,  ’  Я»3  х  -}-  1  ч  2  |  у/  1  -|-  .X'2  ) 

/у  і\  (Іг _ 1 1  •  х  —  1  і  аг  ійп  2  і  1 

‘  '''  }**  1  :і  °°.  ]  Щ  .Г  ;  1  у' У,  ‘  ""  у  3 

7-  ]  :  1°У  У  5~  +  о  «геШѵх. 

8.  1  ,  - —  —  1  (0п  ‘Г.Г:  I  і  К-?  пгсіап  — 

л-ьЩ-х*  —  2  6  ^  ж-}-1  1  8  у/ 2 


9. 


х4  —  2.x8  +  а2  -{  -  1  ,х*3  —  а?2  —  2  .г* 

-  о,*2  +  =  -ыГ—Г  ГГ  1°0  ~х—  * 


10. 


.  I 

1 1  ./•  — - 


<Гз  __  2x2  +  х 
Хт(ІХ 


2(а? —  1) 

&\іТод(х  <і  і> 

(а?  —  а{)(х --- ( 1 2).  .{х  —  ап)  (о\’~((2\(,і  —  ууз)*  *(«і  —  оп) 

<і"Чо(і(х  —  <г2)  (  аѵ‘]о(/(х  -  н„) 


ч  + 


— - - - 1 - : - *  - , 

(«2  —  аіХаа  —  а3)..иг2—(/п)  ((/л  —  ахХап  —  «*)•■  О 

<’Ш?>  Ш  <  I/. 


11. 


^  «5  1 ;  а* 

3  хі  і  ф  а?8)  ~~  з  * 


( Подстановка:  х  1  =  г). 


12-  .ь 


4®  _1_  Ж* 

Ф+Ьх*)  ■  4  «  •/  о  +  Ьій 
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ГЛАВ  А  ХУ. 

Простѣйшіе  случаи  интегрированія  ирраціональныхъ  и  трансцен¬ 
дентныхъ  функцій. 


§  154.  Интегрированіе  ирраціональныхъ  алгебраическихъ 
функцій.  Задача  интегрированія  ирраціональныхъ  алгебраиче¬ 
скихъ  функцій  приводитъ,  вообще,  къ  новымъ  трансцендентнымъ 
функціямъ.  Но  въ  нѣкоторыхъ  случаяхъ  съ  помощію  надлежа¬ 
щим!,  образомъ  выбранпой  подстановки  можно  преобразовать 
ирраціональный  дифференціалъ  въ  раціональный  и  такимъ  обра¬ 
зомъ  привести  вопросъ  къ  интегрированію  раціональной  алге¬ 
браической  функціи,  т.-е.  къ  задачѣ,  рѣшенной  въ  предыдущей 
главѣ. 

Разсмотримъ  три  такихъ  случая: 

(А)  |  {(х,у  ах  >>)Лх\  (В)  ІКху’у/Г.  (ІХ' 

(С)  / /і (х,\/г ах2  е)йх , 

гдѣ  /’  обозначаетъ  раціональную  функцію  аргументовъ,  въ  нее 
входящихъ,  а  п  есть  цѣлое  положительное  число. 

§  155.  Интегралъ  типа  (А)  приводится  къ  интегралу  раціо¬ 
нальной  функціи  подстановкой: 

ах-\-  Ъ  —  гп. 


Дѣйствительно,  изъ  этого  уравненія  находимъ: 


-4  п / - г" т  т  П*п  1 

у  (IX Ь  - — :  (ІХ —  (12, 


Интегралъ  (А)  преобразуется  слѣдующимъ  образомъ: 

/Л>,* \  П- - -Ь,  А— —  \ 

\  (1  /  (I 

гдѣ  Ъ\я)  есть  раціональная  функція  перемѣннаго  г. 

§  156.  Интегралъ  типа  (В)  можно  привести  къ  интегралу 
раціональной  функціи  посредствомъ  подстановки: 

ах  4-  Ь 

- • - -  ~п 

а'х  +  Ъ - - 
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Изъ  этого  уравненія  имѣемъ: 


Ъ' —  Ь  п  Г  ах  -}-  Ь 7  (аѴ  —  с!Ъ)пгп  ~  Ійг 

а  —  а>;  у  а!х  +  Ѵ  '  *  '  (а  — 


Поэтому 


(аѴ — аЪ)пгп-]</г 
(а  —  а' &*') 2 


= .1  Ще)йе, 


гдѣ  )  есть  раціональная  функція  перемѣннаго  г. 


Упражненіе.  Показать ,  что  интегралы 

ЫШ,?  (йтІГЬ 

гдѣ  Г  есть  знакъ  раціональной  функціи,  а  т,  п,  р,  (},  V1,  (1  — натуральныя 
числа,  приводятся  къ  интегралу  (Я). 


Примѣръ  1.  Найти  интегралъ 


ХіІХ 


.  1 


)угх  —  1 

Полагая  |/ х — 1  =  г,  находимъ  х=г2-\- 1,  йх  —  Ъгйг.  Поэтому 

1  =  =  2  Г  (*2 4- 1)Лг  =  “  л  з  +  2*  +  С  =  ?  (*  +  2)  /5=? + С. 

ч)  У  X -  1  «5  й 


Примѣръ  2.  Найти  интегралъ 

/1~-Гх 
— 

1—х 


[іг/\±*йх. 

)хУ/  1—х 


,  находимъ: 


—  1  7 

<гх=?+тт-- 

Подставляя  найденныя  значенія  .г  и  въ  данный  интегралъ, 
получимъ: 

Г*;  /П^-  ^+ѵ 1  Г 

,)*|/  1-1  >*  — 1  *(*2_|_  1)2  ,)  (>2 - _1)(^2_|_1)  - 

= 2  г^і+е+с^  —  па  _  2  с  <**  ,  2  г  ^  г  * 

3  <ѵ- 1X^+1)  іЗг2_1+2^_^_- 
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1<-ті+2 


>2-Н 

'  |  1+*+|Л- 


Іор 


*  +  1 


.  2 агсіапя  -{-  С = 


-|-  2 агсіап 


/т 


С. 


§  157.  Интегралъ  типа  (С)  приводится  къ  интегралу  раціо¬ 
нальной  функціи  посредствомъ  одной  изъ  слѣдующихъ  подста¬ 
новокъ: 


}/"  ах2  -\-Ъх-\-  с~2 — )/  ах .  (а) 

|  ^ах2  -|-  Ьх  -|-  с  — а  \^(х  —  хгХх  —  х2 )  =  а(х  —  хл)2  .  .  (Р) 
]/ах2  -\-Ъх  с  =\ ^ с  —  Х2 . (у) 

Разсмотримъ  каждую  изъ  этихъ  подстановокъ  отдѣльно. 


1)  Подстановка •  (а)  приводитъ  черезъ  возведеніе  въ  квадратъ 
обѣихъ  частей  ея  къ  уравненію  первой  степени  относительно  х: 


Ъх  с  =  22  —  2|  ах  г: 

Опредѣляя  х ,  <!х  и  )  ^ах2  -\^Ъх  с,  получимъ: 


2Гі^ а^2  -|-  Ьг  -[-  ас) 
(Ь  2|/аУ)2 
|  ^  П22  -|-  Ъг  -]-  I  а  с 
Ь  -)-  2  у  02 


|  ах 2  Ьх  -{-  с  — 


Интегралъ  (С)  преобразуется  въ  слѣдующій: 


і  і\Ху  }/а.г2  Ьх-\- с)  <1х  == 

[  22  —  с  |  а22-\-!)2-\-\)г ас  \  2(|  аг2  -(-  Ь2  -)-|/ ае)й2 

и+2,7^  і  4-  2/а*  у  (/>  +  2/а.г)2 


гдѣ  1^(>)  есть  раціональная  функція  я. 

Подстановку  (а)  удобно  примѣнять  въ  томъ  случаѣ,  когда  а  ]>  0. 
2)  Подстановка  (р)  по  возведеніи  въ  квадрата,  даетъ  уравненіе 
первой  степени  относительно  х: 


х  —  х2  —  ( х  —  Х^22. 

Вычисляя  г,  (!х  и  |  ах2-\-  Ьх-\-е,  получаемъ: 


:г2 

і 


(ІХ- 


2  (.Г  2 - ХХ)2ІІ2 

^2—1)2“ ; 


|/* ах2-\-Ъх-\-  с- 


I  га(хх  —  х2)2 
2 2  —  1 


$  157.  Подстановки  Эйлера. 
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Подстановка  этихъ  значеній  х%  йх  и  у  ах2  -уЪх-\-е  въ  инте¬ 
гралъ  (С)  приводитъ  къ  интегралу  раціональной  функціи 

Подстановку  ($)  удобно  примѣнять  въ  случаѣ  вещественныхъ 
корней  трехчлена  ах2  -\-Ъх  с. 

3)  Подстановка  (у)  приводитъ,  какъ  и  подстановки  (а)  и  ([Я, 
къ  уравненію  первой  степени  относительно  х: 


ах 


-3^-Ъ  =  Х22 2[/  ('2\ 


поэтому  г,  (Іх  и  у  ах2 Ьх с  выражаются  'раціонально  черезъ 
г:  слѣд.,  интегралъ  (С)  приводится  разсматриваемой  подстановкой 
къ  интегралу  раціональной  функціи  2, 

Три  подстановки  (а),  ([Я  и  (у)  извѣстны  подъ  названіемъ 
подстановокъ  Энлераи .  Существованіе  ихт,  доказываетъ,  что  инте¬ 
гралъ  вида  (6У)  всегда  выражается  алгебраическими  и  элементар¬ 
ными  трансцендентными  функціями.  Ко  самое  вычисленіе  инте¬ 
грала  вида  ( С )  часто  дѣлается  гораздо  проще  при  помощи  дру¬ 
гихъ  пріемовъ. 

сіх 


Примѣръ  1.  Найти  .  г - 

}ѵ  х2-\-Рх±Ч 

Примѣняя  подстановку  (а),  положимъ 


|/я2  +  рх  -\-ц  =  г  —  х, 


откуда  находимъ 
— <1,  _ 


2(^2  -\- рг <})йг  г—  — 


р-\-2г 
Слѣд. 


|р  +  2л)2  ;  /х'^-рх-^ц  =г-у^ГЛ 


3  у  х*-\-рх-\-(1 


=  і°(і  ^ х Ч"  і  ~Ь  Vх*  ~\~рх 


Примѣръ  2. 


сіх 


|  1  -(-  аЛ —  х 2 
подстановкамъ  Эйлера,  слѣдующимъ  образомъ 
сіх  Г  (ІХ 


молено  вычислить,  но  прибѣгая  къ 


М/.І+х-х* 


V 
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'(*Ч) 


1 /ЬЫГ 


.  2а; —  1  , 

:  агсзгп  — — — Ь  С/. 


/5 


Примѣръ  3.  I 


йх 


х\/ X2 1 


при  помощи  подстановки  ^  -  1  при¬ 


водятся  къ  интегралу 
Слѣд. 

сіх 


сіг 

. /  >  т.-е.  къ  агссозз  (форм.  100). 

•  г  ** 


Г 


,)  Х\^ X2  —  1 


— 1  =  агссоз  —  -(-  С  —  агсзесх  4-  (7. 


§  158.  Интегрированіе  трансцендентныхъ  функцій.  Инте¬ 
грированіе  функцій,  зависящихъ  отъ  элементарныхъ  трансцен¬ 
дентныхъ  ,  приводитъ,  вообще,  къ  новымъ  ( высшимъ )  трансцен¬ 
дентнымъ  функціямъ. 

Разсмотримъ  нѣкоторые  изъ  простѣйшихъ  случаевт>,  въ  кото¬ 
рыхъ  интегралы  указанныхъ  функцій  выражаются  алгебраиче¬ 
скими  и  элементарными  трансцендентными  функціями. 

А)  І1\х) у^хуіх,  гдѣ  Да;)  есть  цѣлая  раціональная  функція 

а  ъ(х)  —  одна  изъ  трансцендентныхъ ,  производныя  которыхъ 
суть  алгебраическія  функціи,  т.-е.  одна  изъ  функцій (§§  118 — 121 , 126): 

агсзіпх ,  агссозх ,  агсіапх ,  агссоіх ,  7о#а;, 

Такъ  какъ  Дат)  есть,  но  условію,  цѣлая  раціональная  функція, 
то  |  {(х)сіх  мы  можемъ  считать  извѣстнымъ  (§  150).  Обозначивъ 
его  черезъ  Р(х)  и  примѣняя  формулу  интегрированія  но  частямъ 
(§  149),  находимъ: 

/Да?)<р(а;)б?лг==  Р(х)у(х)  — ) Р(х)ъ(х)Лх. 

Производная  и\х)  функціи  ъ(х)  имѣетъ  одно  изъ  слѣдующихъ 
значеній: 

+  Ч-т-І-і.  —  ■ 

~ /і  —  #2  ~1-Н2  х 

Поэтому  Р(х)-^(х)  есть  либо  раціональная  функція  аргумен¬ 
товъ  х  и  |/"  1 — х 2,  либо  раціональная  функція  а:.  Въ  томъ  и  дру¬ 
гомъ  случаѣ  интегралъ }  {х)йх  берется  въ  конечномъ  видѣ 

(§  157  и  глава  XIV). 
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ХСІХ 


-х  •  агс8Іп,т-\- 


Притѣръ  1.  \  агсвіпхЛх -  ~  х •  агсзіпх  — .  _ 

+  / 1  —  **  +  С7. 

Примѣръ  2.  )  хЧодхіІх  = -^Іодх —  —  ^  х-ііх  =  ^Іодх - 

В)  ${(8Іпх,  С08х)Дх,  гдѣ  /'  обозначаетъ  раціональную  функцію, 
приводится  къ  интегралу  раціональной  функціи  посредствомъ 

подстановки:  Іап-  —г.  Дѣйствительно,  вычисляя  яіпх,  со8х  и  сіх 

А 

черезъ  находимъ: 

8ІПХ  ■  2 Аш|  •  СОА^  =  2 СОА 2  ЙШ  ^  ^ 

„  х  .  пх  х(  чх\  1 — г- 

СОЗХ  =  СОА2  - - АШ2-  =  СОА2()  ^  1  —  ЙШ--  ^ 


2сі2 

х  —  2  агсІапх\  ііх  =  ^  у- ^  • 


Поэтому 


('ЯАнгж,соАж)(^==//-^^:т-,  ./Дг)Л. 


“Н 

гдѣ  І|7(У)  есть  раціональная  функція 


Примѣръ. 


сіх 

яіпх 


:(І2 


X 


—  I  —  =  %*,  гдѣ  *  =  /<ш0  ,  т.-е. 


1 -  (---  =  Іод  іап  х-  С. 
1  $гш?  2  1 


С)  Къ  интеграламъ  вида  В)  принадлежатъ  интегралы: 

I  ЯІПпХіІХ ,  I  С08пХ(ІХ ,  I  $ШП# .  С08тХ(ІХ, 

гдѣ  п  и  м  суть  цѣлыя  числа.  Для  вычисленія  интеграловъ  этихъ 
типовъ  примѣняется  способъ  интегрированія  но  частямъ  (§  149). 
приводящій  къ  такъ  называемымъ  „формуламъ  приведенія и  или 
редукціо нным  ъ  форм уламъ . 

Разсмотримъ  для  примѣра  первый  изъ  указанныхъ  интеграловъ. 
Замѣтивъ ,  что  8ІппхсІх  =  8Іпп-1х .  яіпхйх  —  —  зіпп-гх .  сісозх ,  но 
формулѣ  интегрированія  но  частямъ,  находимъ: 

I  8ІПпХСІХ  == - 8ІНп-~1Х  .  С08Х  -|-  (п - 1 )  .1  8™п  2Х .  С082ХСІХ- 
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такъ  какъ  соз2х  =  1 — згп2ху  то 

\  8ІПпХСІХ  = - 8ІПп  ~*Х  .  С,08Х  (п - 1)  |  8ІПп~  2Х(ІХ —  (п —  1)  / 8ІПпхйх\ 

отсюда  получаемъ: 


^  8іПпХ(ІХ  = 


8ІПп  1 X  .  С08Х  .П - 1  Г 

п  '  п  ] 


$ІПп  —  2Х(ІХ . 


Эта  формула  называется  „ формулой  приведенія “  и  позволяетъ 
понизить  показатель  и  степени  синуса  на  2,  что  ведетъ  къ  упро¬ 
щенію  интеграла  въ  случаѣ  п  цѣлаго  и  положительнаго.  Если  п 
есть  четное  положительное  число,  то  послѣдовательное  прило¬ 
женіе  этой  формулы  приведетъ  къ  интегралу  )йх  —  ху  а  если  п 
есть  нечетное  число,  то  къ  интегралу  )8ІпхЛх  =  —  еозх . 

Въ  случаѣ,  когда  п  есть  цѣлое  отрицательное  число,  указанная 
формула  приводитъ  данный  интегралъ  къ  болѣе  сложному.  Но 
небольшое  преобразованіе  ея  даетъ  удобную  для  этого  случая 
формулу. 

Дѣйствительно,  замѣнивъ  въ  ней  п  —  2  черезъ—  и  и  опредѣ¬ 
ливъ  интегралъ  второй  части,  получимъ: 


ѵ, 


(ІХ 


8пгпх 


( п  -  1)з іи 


еозх  ,  п  —  2  і  *  (Іх 

тп  ~1х'п  —  1  )  зіпп-2а 


гдѣ  и  обозначаетъ  цѣлое  положительное  число.  Эта  формула  показы- 


I*  С ІХ  I*  (ІХ 

ваетъ,  что  интегралъ  - можно  привести  или  къ  \ -г— г-  — соіх 

)81ПпХ  '  8іН2Х 


(ІХ 


X 


(п  —  четное),  или  къ  і  — - — *=1оа1ап  (п  —  нечетное). 

'  зіпх  '  2 

Э)  Пріемъ  составленія  редукціонныхъ  формулъ  примѣняется 
ііри  вычисленіи  слѣдующихъ  интеграловъ: 

|  Хпех(1х,  I  Хп8ІПХ(ІХ ,  (  ХпС08Х(ІХ , 

гдѣ  п  есть  цѣлое  число. 

Для  перваго  изъ  этихъ  интеграловъ  имѣемъ  (§  149): 


I  хпсх(1х~-хпех  —  п  |  хп~  ]еТ(Іх. 


Если  и  есть  цѣлое  положительное  число,  то  посредствомъ 
д-кратнаго  приложенія  этой  формулы  данный  интегралъ  приво¬ 
дится  къ  ( ех(Іх  =  ех. 
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Если  п  есть  цѣлое  отрицательное  число,  то,  выразивъ  инте¬ 
гралъ  второй  части  черезъ  интегралъ  первой  и  замѣнивъ  п  че¬ 
резъ  —  п  -{-  1 ,  получимъ 


і: 


С*  1 

Ах— - 

Xй  п - 


ех 

1  хп~* 


п  — 1  )хп~~1 


ех  7 
- ,  Ах. 


Изъ  этой  формулы  видно, 


г  ехАх 

что  , 


гдѣ  п  есть  цѣлое  по 


р  0^(1  $ 

ложителыюе  число,  приводится  къ  интегралу  который  че¬ 


резъ  подстановку  сх  =  з  преобразуется  въ 


*  Аз  • 

г — ?  называемый  инте- 
Іоуг 


гралъпымъ  логариѳмомъ  и  представляющій  новую  трансцендентную 
функцію. 

Тѣмъ  же  пріемомъ  легко  получить  формулы  приведенія  двухъ 
остальныхъ  интеграловъ: 


/ Хп8ІихАх  = - ХпС08Х  -{-  п  і  Хп—1С08хАХ , 

§ХпС08ХАх  =  Хп8ІПХ  —  п  )  Хп-18ІПхАх . 


Эти  формулы  показываютъ,  что  при  п  цѣломъ  и  положитель¬ 
номъ  интегралы  \хп8іпхАх  и  ^xпсо8xАx  приводятся  къ  интегра¬ 
ламъ  )8ІПхАх  = —  С08Х  И  І  С08хАх  —  8ІПХ. 

Аналогичное  указанному  выше  преобразованіе  полученныхъ 
формулъ  даетъ  формулы  приведенія  для  случая,  когда  показа¬ 
тель  перемѣннаго  есть  цѣлое  отрицательное  число: 


Ыпх  _ 

1 

8ІПХ 

1  - —  11  А,  - 

3  Я" 

п  — 

г 

Хп~ 1 

Ссо™  <1х  _ 

1 

С08Х 

3  *л 

п - 

г 

хи — 1 

С08Х  7 


)хп 

Г8І71Х 


)Хп 


:  АХ. 


Послѣдовательное  примѣненіе  этихъ  формулъ  приводитъ  инте- 

Г8ІПХ  7  ГС08Х  7  Г8ІПХ  .  СС08Х  , 

гралыі — —Ах  и  \ — —  Ах  къ  интеграламъ  - Ах  и  V -  Ах, 

і  ^  хП  3  х  ^  х 

которые  представляютъ  новыя  трансцендентныя  функціи  и  назы¬ 
ваются  соотвѣтственно  интегральными  синусомъ  и  косинусомъ. 

Е)  Для  вычисленія  интеграла  \{{ех)Ах ,  гдѣ  {  есть  раціональная 
функція,  употребляется  подстановка:  ех  =  преобразующая 
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данный  интегралъ  въ  //*(#)*“>  т.-е.  въ  интегралъ  раціональной 

& 

фупкціи. 

Интегралъ  \{{1одх)йх ,  гдѣ  {  есть  раціональная  функція,  под¬ 
становкой:  Іодх  —  г  приводится  къ  интегралу  §{{г)ех(І2,  который 
распадается  на  интегралы  перваго  типа  группы  Р. 


Упражненія. 

Г  &х  1  7  і/2  —  X  , - 

1.  I - =  — —  Іод  *—г - ,  гдѣ  і/1  —х. 

)(\  +  х)у/Л-х  у/  2  у/  2  %  у 


2-  $йЛв=2ѵ'®+',в*7 І 


Ух  —  1 
/і+і’ 

3.  [—^===  Іод  (ж  +  у/х*  +  1)1 

4.  і  ■  -  — -  =  агс$іп(х  —  1). 

^  у/  2х — ; 


у/2х—х* 

і(1+„рг=гі=-/і 

^  Г  ./ 


+  х 


у  х*  —  и* 


(/ж  =  у/х*  —  и* — а.агезее  — 


1 

7.  ^агссо5а?^а?я=а?агссо5ж —  |/і — А 

8.  ^  агесоіхсіх  ==  хагссоіх  +  }/і  +  А 

9.  ^хагсіапхйх  =  і  [(#2  +  \)агсіапх  —  х]. 


Ю  [агезіпх  л _ 7_  1  -  /і ~х* 


агсзгпх 


(  Іодхйх  _ 1^  /  хіодх  Іод(а  Ъх)\  т 

3  (а  +  Ьх)*  а  I  а  +  Ьх  Ъ  I 

•ІГ 


+  С08Х 


=  С08ССХ  — *  СОІХ. 


із.  =  —  *  (2  він*х)со8х. 
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14.  і  -  (/Х-.- ~ — СОІХ — \со№х. 
^  $Ш4Ж  3 


Іодіап  []  +  Х 


15.  = 

^  С08Х  ѵѵ і/ѵм"ѵ  \4  1  2 

16.  |  іагі*хсІх  =  ^аиж  —  х, 


17.  ^  Іап^хИх  —  9  /а«2ж  +  Іодсозх . 


18.  ^  хЧІПХйх  =  2Х8ІПХ  —  (Ж2  —  2)С08Х. 

Г  ж  1 

19.  \Х8ІПХС08Х(ІХ  = - -  С082х  +  д  5Ш2Ж. 
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•  ]гтр=ж-%(1+еХ)- 

21-  ]  +  =  агсіапс<°- 

22.  |  хЧ~*Ах  —  —  (а?з  +  Зл»  4-  6ж  6)е_ш. 

23.  ^х\1одх)Ых  =  у  |(7о|у,г)2 — і  Іодх  +  ~  |  • 


ГЛАВА  XVI. 

Опредѣленные  интегралы.  Свойства  опредѣленнаго  интеграла. 
Распространеніе  понятія  интеграла.  Приближенное  вычисленіе 
опредѣленныхъ  интеграловъ.  Формула  трапецій.  Формула 

Симпсона. 

§  159.  Свойства  опредѣленнаго  интеграла.  Въ  §  144  указана 
слѣдующая  формула,  опредѣляющая  интегралъ,  какъ  предѣлъ 
суммы: 

^Ѵ(а0^=1іт{ (ж1-а)/'(а)+(ж1-.г2)/’(х1)-(-...+(6-а;п_г)/'(.і;п_1) }...  (108 

Разсмотримъ  нѣкоторыя  свойства  опредѣленнаго  интеграла, 
вытекающія  изъ  этой  формулы. 

1  свойство.  ^  {(х)сіх— —  С  і'(х)(1х 


(109) 
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2  свойство.  \  {(х)йх  х)Лх  /'(хуіх, . (НО) 

гдѣ  с  есть  произвольное  число. 

Эти  два  свойства  являются  непосредственными  слѣдствіями 
опредѣленія  (108). 

3  свойство.  Пусть  а<^Ь  и  т  и  Ж  соотвѣтственно  наименьшее 
и  наибольшее  значеніе  функціи  /Ха;)  въ  интервалѣ  (а,  Ь),  такъ 
что  для  всѣхъ  значеній,  лежащихъ  въ  этомъ  интервалѣ,  имѣютъ 
мѣсто  неравенства: 

т  <  і\х)  <  М. 

Умножая  эти  неравенства  на  Их,  которое  по  предположенію 
положиіпелъно,  находимъ,  что  для  всѣхъ  значеній  х  въ  интер¬ 
валѣ  (а,  Ь) 

тйх  <  {(х)Нх  <  Мсіх. 

Отсюда  на  основаніи  формулы  (108)  заключаемъ,  что 

т(Ь—а )  < \У(х)іІх  СМЦЬ  —  а), . (111) 

ИЛИ 

\  —  ц(1>  —  а), 

гдѣ  р  есть  нѣкоторое  среднее  между  т  и  М  число.  Это  число  р 
есть  одно  изъ  значеній  функціи  {(х)  въ  интервалѣ  (а,  й),  такъ 
какъ  она,  будучи  непрерывной,  принимаетъ  всѣ  значенія,  заклю¬ 
ченныя  между  наименьшимъ  и  наибольшимъ  ея  значеніями. 
Поэтому  существуетъ  между  а  и  Ь  такое  число  2,  что  /*($)  =  р. 
Принимая  это  во  вниманіе,  можно  переписать  послѣднее  равен¬ 
ство  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

\ЬГ(х)сІх  =  (Ъ—а)№, 

За 

нли,  такъ  какъ  $  =  а^|-{)(7>  —  а),  гдѣ  0<і)<С1> 

\  /* (х)(1х  =  (Ъ  —  а)/Т а  -4—  в(&  —  а)],  0  9  <  1 .  .  .  .  (112) 

*/« 

Упражненія.  1.  Указать  геометрическое  значеніе  формулы  (112). 

2.  Показать,  что  формула  (112)  есть  новое  выраженіе  теоремы  Ілідгапуе'а 
о  конечномъ  приращеніи  (§  136). 

Свойство  4.  Если  у(х);  (( х )  и  6(#)  суть  непрерывныя  въ  интер¬ 
валѣ  (а,  Ь)  функціи ,  обладающія  для  всѣхъ  значеній  х ,  заключаю¬ 
щихся  въ  этомъ  интервалѣ ,  тѣмъ  свойствомъ ,  что 

<?(*)<  А*)  <<К#), 
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то  при  а<^Ъ  имѣютъ  мѣста  неравенства : 

\  *р(а?)Лг<^  \  і)(х)<1х. 

Выводъ  этого  свойства  аналогиченъ  выводу  свойства  3. 
Свойство  5.  Пустъ  функціи  у(х)  и  ф(г)  непрерывны  въ  интер¬ 
валѣ  (а,  Ъ)  и  пустъ ,  кромѣ  тою,  у(х)  сохраняетъ  въ  этомъ  интер¬ 
валѣ  одинъ  и  тотъ  э/се  знакъ.  При  выполненіи  этихъ  условій 


г*Ь  рб 

\  у(х).^(х)^х  =  у(х)Лх, 


(113) 


гдѣ  рі  есть  нѣкоторое  среднее  меэюду  наименьшимъ  и  наибольшимъ 
значеніями  функціи  ф(#)  въ  интервалѣ  (а,  Ь). 

Обозначивъ  черезъ  т  и  Ж  соотвѣтственно  наименьшее  и 
наибольшее  значеній  функціи  ф(#)  въ  интервалѣ  (а,  й),  имѣемъ 
неравенства: 

т  <  &(.т)  ^  Ж. 


Изъ  этихъ  неравенствъ  при  ср(#)>0  находимъ: 

ту  (ос)  <  ф0*0<р0*0  ^  Жу(х). 


Отсюда  по  свойству  4  слѣдуетъ,  что 

т\  у(х)бх  <4  у(хуЬ(х)йх  <  Ж  \  у(х)іІх,  (а  <  Ь). 

За  - а  За 


Если  ^(#)<С0>  то  въ  написанныхъ  неравенствахъ  знаки  измѣ¬ 
няются  на  обратпые.  Изъ  послѣднихъ  неравенствъ  вытекаетъ 
формула  (ИЗ). 

Свойства  3  и  5  называются  теоремами  о  среднемъ  значеніи 
интеграла . 

Свойство  3  есть  частный  случай  свойства  5,  соотвѣтствующій 
предположенію,  что  у(х)=1. 


го,  5  Ух 

Упражненія.  1.  Показать ,  что  значеніе  ицтеграла  \  •  -  : - гдѣ  т  >  2, 


.'о  1/1—яГ 

Г1  , 

2.  Показать ,  что  значеніе  интеграла  \  х*с~х Ух  заключается  между  ЦЗе 

Зо 


заключается  между  0, о  а  0,63. 

2. 

и  1/3. 


§  1  во.  Распространеніе  понятія  интеграла.  Опредѣленіе  (108) 
опредѣленнаго  интеграла  предполагаетъ,  что  функція  /*(, х )  сохра¬ 
няетъ  конечное  значеніе  въ  интервалѣ  и  для  предѣловъ  интегри¬ 
рованія,  и  что  предѣлы  интеграла  суть  коночныя  числа.  По 
можно  распространить  это  опредѣленіе  и  на  тѣ  случаи,  когда 
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указанныя  условія  но  выполняются,  сдѣлавъ  дополненія  въ  са¬ 
момъ  опредѣленіи  интеграла.  Разсмотримъ  отдѣльно  случаи,  когда 
подъинтегральная  функція  обращается  въ  00  для  нѣкотораго  зна¬ 
ченія  лежащаго  въ  интервалѣ  интегрированія,  и  когда  одинъ  или 
оба  предѣла  безконечно  велики. 

1)  Если  /‘(а:)  обращается  въ  00  при  х  =  с,  гдѣ  а  <[  с  <  Ъ,  то  подъ 
\  /*( х)йх  разумѣется  предѣлъ ,  къ  которому  стремится  сумма : 

*)а 

(  Кх)Нх 

^  а  ^  с+* 

при  стремленіи  положительнаго  числа  г  къ  нулю . 

То  же  самое  опредѣленіе  прилагается  къ  тѣмъ  случаямъ,  когда 
подъинтегральная  функція  обращается  въ  безконечность  при 
одномъ  изъ  предѣловъ  интеграла: 

г‘  Г 

если  { (а)  =  СО,  то  I  {(х)Нх  =  Ііш  I  і(х)Нх\ 

•'  а  5=0  о+« 

Г*  (•’“ 

если  /'(/>)  =  СО,  то  і(х)Их  —  Ііт  {(х)Пх. 

Примѣръ  1.  Вычислимъ  интегралъ  [  —г-А- — .  Такъ  какъ  подъ- 
интегральная  функція  обращается  въ  00  при  верхнемъ  продѣлѣ,  то 


I 


Их 


=  Ііт  Г* 


— 5  Их 


Ііт  1  —  2  у^І  — : 


1 - 6 


0/1—  *  Е=--0.]о  ]/1—Х  6=0 

=  1іт  |^2  —  2  \/~Т  |  =  2. 

Примѣръ  2.^  §=Ит[|  |+| 

-1  4-е 


-  1 


+ 


+  1ітГ_АТ: 

6=0 1  *|е 


2  Ііт 

«=о 


—  1  =оо. 
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2)  Въ  случаѣ  безконечныхъ  предѣловъ  принимаются  слѣдующія 
опредѣленія: 

оОО  гьЪ 


I  =  ІІШ  1  {{х)Лх\ 

}  6=-00^а 


] 

I 


({х)Лх=  Ііт  І(х)йх\ 
>  а  =  —оо а 

+  00  п+а 

/'(#)(ІХ  =  ІШ1  ?(х)сіх. 

_  по  а=00^  -а 


-00 
+  СО 


Нанрим.,  при  а]>0,  (  е  ах(Іх—  Ііт  (  ^  ахсІх —  Пт  Г - 1  — 

Л  Ъ=аь)0  6=оо^  «  і, 


Ііт 

6=оо 


1  — е 


-аЬ 


1 

а* 


§  161.  Примѣръ  вычисленія  опредѣленнаго  интеграла.  Вы¬ 

числимъ  интегралъ: 


г/п  =  (  ~8ІПпХ(ІХ , 

‘•О 


гдѣ  ю  есть  цѣлое  положительное  число. 

Такъ  какъ  для  неопредѣленнаго  интеграла  имѣемъ: 


уіппхйх  =  * 


8ІПп'  7Х .  ,  П 1 


г 


8ІПп~  2хАх, 


то  для  даннаго  опредѣленнаго  интеграла  получимъ  (§  144): 


Т  [  8ІПп"ЛХ  ,С08  Х^\  2,  П 17 

Л  “  [  п  ]  0+  п  п“2 


или 


Л= 


п 


(а) 
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Если  п  ость  четное  число,  которое  обозначимъ  черезъ  2м,  то 
по  этой  формулѣ  получимъ: 


2т  3  .  .  .  _1. 

у”  2т— V  *  *  *  ’  °  2 


_2т  1 

2ш  2м  З”1”2’  °2т—2 - 2м _  2^  2т“4’  *  *  *  ’  ~  2  2" 

Перемноживъ  почленно  эти  равенства,  сокративъ  результатъ 


и  замѣтивъ,  что  X 


-Л*-» 


найдемъ: 

1.3...  (2т — 1)  іг 
'2м==  2. 4...  2т  2 


•  •  (Р) 


Если  ю  есть  нечетное  число,  которое  обозначимъ  черезъ  2м  -}-  1, 
то  по  формулѣ  (а)  найдемъ: 


7  _  _  7  .  Т 

°2т+ 1 - 2М-)-  1  2т‘“1’  2т~ 1  ’ 


2ш  —  2  г  Т _ 2  т 

2^Г=ІГ2^з;--^з— з^г 


Перемноживъ  почленно  эти  равенства,  сокративъ  результатъ 

г  (*  ,  Г  Р 

и  замѣтивъ,  что  а  х  =  |  зіпхсіх  —  | — С0$#|^=1,  получимъ: 


2.4... 2м 


"2,"+1  1.3...  (2т  4-  1) . ^ 

§  102.  Формула  Уоллиса  (ѴѴаІІіз).  Изъ  формулъ  ((5)  и  (у)  прѳды- 

7Т 

дущаго  §  легко  получить  выраженіе  -*  въ  формѣ  безконечнаго 

и 

произведенія  или  такъ  называемую  формулу  Уоллиса. 

Такъ  какъ  $гппх^>  зіпц^Лх^>  0  для  х  заключенныхъ  между  0  и 

то,  удерживая  обозначенія  предыдущаго  §,  имѣемъ  неравенства 

(§  159,  свойство  4): 


-4п-1>^,п>^„1+1  ИЛИ 

°  2т  +1  °2т  + 1 


>1 


Отсюда  черезъ  подстановку  вмѣсто  интеграловъ  >1  ихъ  зна¬ 
ченій  изъ  формулъ  (р)  н  (у)  предыдущаго  §  находимъ: 

2»»+  1^  [1 .  з: . .  (2 от  —  1)|2(2от  4-1)  я  ^ 

2от  ^  [2.4...2от]2  '  2>  ' 
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Увеличивая  безгранично  т  и  замѣчая,  что 


заключаемъ,  что 


откуда  получаемъ  формулу  Уоллиса: 


[2.4. .  .2т]2 


[1.3. .  .(2т—  1)]2.(2т  +  1) 


§  163.  Приближенное  вычисленіе  опредѣленныхъ  интегра¬ 


ловъ.  Формула  трапецій.  Такъ  какъ  интегралъ  \  ^(х)Лх  выра- 

.  п 


жаетъ  площадь  А'АВВ\  ограниченную  дугой  АВ  кривой  у  =  ^х'), 
ординатами  А! А={(а)  и  В'В  =  ((Ъ)  и  отрѣзкомъ  Д/-Вг  =  (і —  а ) 
оси  х  (§  144),  то,  вычисляя  приближенно  величину  этой  пло¬ 
щади,  мы  получаемъ  приближенное  значеніе  даннаго  интеграла. 

Укажемъ  двѣ  формулы,  служащія  для  этой  цѣли. 

Раздѣливъ  АПЪ'  на  п  равныхъ  частей  и  построивъ  въ  точкахъ 
дѣленія  ординаты  кривой,  мы  разбиваемъ  площадь  А'АВВ 1  на  п 
частей  *).  Каждую  изъ  нихъ  замѣнимъ  трапеціей,  которая  полу¬ 
чается  черезъ  соединеніе  прямой  линіей  концовъ  ординатъ,  огра¬ 
ничивающихъ  эту  часть. 

Вычисляя  сумму  площадей  этихъ  трапецій,  получимъ  прибли¬ 
женное  значеніе  площади  А!АВВ\ 

Обозначая  ординаты,  возставленныя  въ  точкахъ  дѣленія  отрѣзка 
А1  В'  черезъ  у0,  уѵ  у2...,  уп,  при  чемъ  у0  =  А! А  и  уп  =  В'В, 
найдемъ  слѣдующую  приближенную  формулу: 


Эта  формула  носитъ  названіе  „ формулы  трапецій и .  Знакъ  со 
есть  знакъ  приближеннаго  равенства. 

§  164.  Формула  Симпсона  (5ішр$оп).  Для  полученія  второй 
приближенной  формулы  раздѣлимъ  отрѣзокъ  А' В'  (см.  §  163)  на 
четное  число  (2)і)  частей  и  обозначимъ  ординаты  кривой,  воз- 


)  Рекомендуется  сдѣлать  чертежъ. 
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ставленныя  въ  точкахт,  дѣленія,  черезъ  у0,  уг,  у2 , у2п,  при 
чемъ  у0  —  А!  А  и  у2п  =  В'В. 

Черезъ  концы  каждыхъ  трехъ  смежныхъ  ординатъ  у2к,  у2к+г 
и  у2к+ 2  проведемъ  параболу  второго  порядка  съ  осью,  параллель¬ 
ною  оси  у,  и  площадь,  ограниченную  кривой  у  =  {(х),  ея  орди¬ 
натами  у2к  и  у2к+2  11  осью  х ,  замѣнимъ  площадью,  ограниченною 
параболой ,  тѣми  же  ординатами  и  тѣмъ  же  отрѣзкомъ  оси  х. 
Суммируя  полученныя  площади,  найдемъ  приближенное  значеніе 
площади  Л'АШЗ'. 

Вычислимъ  площадь,  ограниченную  параболой,  ординатами 
Уо  и  у2  и  осью  х.  Для  упрощенія  вычисленій  перенесемъ  начало 
координатъ  въ  точку  Аг,  оставивъ  прежними  направленія  осей. 
Очевидно,  что  при  этомъ  преобразованіи  системы  координатъ 
ординаты  кривой  но  измѣняются. 

Уравненіе  параболы,  ограничивающей  разсматриваемую  пло¬ 
щадь,  имѣетъ  видъ  (§  55): 

у=*А&  +  ВЬ  +  0, 

гдѣ  с;  есть  абсцисса  по  новой  системѣ,  а  А,  Б  и  С  суть  постоян¬ 
ные  коэффиціенты,  которые  опредѣляются  условіемъ,  что  пара¬ 
бола  проходитъ  черезъ  точки  (0,  ?/0),  (А,  у х),  (2Л,  у2),  при  чемъ 
}г  =  ф  —  а)/2п . 

Площадь  этой  параболы,  заключенная  между  ординатами 

Г2Н 

Уо  п  У 2^  выражается  интеграломъ  ^  усІ~.  Вычисляя  его,  находимъ: 

ГѴк  =  А  ГіЩ+Я  +  с  = 

с'О  ^о  ло 

=  дГвЛА2+  6БА  +  6С  . 

По  условію  у  =  у0  для  $  =0;  у  =  уі  для  $  =  /»  и  у  =  у2  для 
$  =  2 к.  Поэтому  изъ  уравненія  параболы  получаемъ: 

Уо=С-,  у^АѴ  +  Вк  +  С;  у2  =  4Ак*  +  2Вк  +  С. 

Умноживъ  второе  изъ  этихъ  равенствъ  на  4  и  сложивъ  съ 
первымъ  и  третьимъ,  получимъ: 

8  А/Г-  +*6  Вк  +  6С  =  Уо  +  4у,  +  уг 

Поэтому  |  =  з  (Уо  +  +  У  о)- 


§  104.  Формула  Симпсона  (8ішр&оп). 
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Пользуясь  этой  формулой,  легко  найти  площадь  каждой  изъ 
указанныхъ  выше  параболъ.  Суммируя  площади  всѣхъ  параболъ, 
находимъ  слѣдующую  приближенную  формулу  ( Симпсона ): 

I  ЬГ(х)йх  оо  Ь~п  |  у0  +  у,п  +  2(Уі  +у4+.  .4-  У 2 _*)  + 

+  %!  +  %+•  -  +  У2п-і)| . (115) 

Не  входя  въ  подробности,  замѣтимъ,  что  формула  (115)  даетъ 
болѣе  точные  результаты,  чѣмъ  формула  (114). 

Примѣръ.  Приложимъ  формулу  (115)  къ  вычисленію  инте- 
Г1  йх 

гралаі  — — Раздѣливъ  интервалъ  (0,1)  на  10  равныхъ  частей, 
-V  і 

получимъ  Л  =  0,1.  Вычисляя  затѣмъ  ординаты  у0,  уі0  кривой 


при  #  =  0;  0,1;  0,2;...;  1,  находимъ: 

2/о  =  1;  Уі  =  0,  990  099  0; 

У3  =  0,  917  431  2; 
Уь  =  0,  800  000  0; 
У7  =  0,  071  140  9; 
уд  =  0,  552  480  2; 


у2  =  0,  901  538  5; 
у  =0,  802  009  0; 
у&  =  0,  735  294  1; 
%  =  0,  009  750  1;. 


Подставивъ  эти  значенія  Л  и  ординатъ  ?/0,  Уц...,  у]0  въ  фор¬ 
мулу  (115),  получимъ: 


П  (ІТ 

ч  ,  „  с/в  0,  785  398  15. 

]01+^2 


Замѣчая,  что 


агсіапх 


и 

Іо 


я 


мы  находимъ  приближенное  значеніе  я: 

тгооЗ,  141  592  СО. 

Сравнивая  полученный  результат!,  съ  извѣстными  изъ  дру¬ 
гихъ  источниковъ  приближенными  значеніями  я,  мы  видимъ,  что 
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формула  Симпсона  при  дѣленіи  интервала  интегрированія  на 
10  частей  даетъ  результатъ,  точный  до  седьмого  десятичнаго 
знака. 

Формула  трапецій  доставила  бы  при  тѣхъ  же  условіяхъ  для  я 
значеніе  3,13992(3,  точное  только  до  перваго  десятичнаго  знака. 


Упражненія. 

1.  Функція  /(а?)  называется  четною ,  если  Д —  х)  =  Да?);  она  называется 
нечетною ,  если  Д  —  х)  =  —  Дж). 

Доказать ,  что  Зля  четной  функціи  имѣетъ  мѣсто  равенство: 

■»+  а 


і  [{х)йх  =  2  і  Д х)дх, 

^  -  а  і)о 


а  для  нечетной  функціи  равенство : 

•*+  а 


(  Дж)б/ж  =  0. 
д  —  а 

Дать  геометрическое  толкованіе  указаннымъ  равенствамъ . 

ТС  К 

2.  ^  2  8Ігі*Х(ІХ  == ^  3  со$2хдх  =  ~ . 

3.  і  8ІП*ХС08*ХСІХ  =  2  (  "  8ІП*ХС082Х(ІХ  =  ~  • 

с'  о  с'  о 

Гоо  (1х 

*  Зо  1+*2  2* 

1 е~мвіпЬхйх  = 

\  е~аясо8Ъхйх  =  ~~а~г  /о’  прм  челез  а  >  0. 

Оо  а2  +  &2 


Гео  Л 

6.  ^  Г77-Т-^Л  =  %2- 


ж(1  4-  я) 

Га _ і 

7.  |  |/  а2  —  хЧІх  =  -  га2. 

8.  Показать ,  что  при  т  >  1  значеніе  интеграла 

(1х 


іо  |/*+® 

заключено  между  0,8  1. 

9.  Приложить  формулу  Симпсона  къ  приближенному  вычисленію  Іоу2, 
исходя  изъ  (формулы: 


|%2  со  0,693147.]. 


$  1 65.  Сходящіеся  и  'расходящіеся  ряды . 
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Г  Л  Л  В  Л  XVII. 

О  рядахъ.  Сходимость  и  расходимость  безконечныхъ  рядовъ. 
Признаки  сходимости.  Ряды,  члены  которыхъ  суть  функціи 
перемѣннаго.  Степенной  рядъ.  Ряды  Масіаигіп'а  и  Тауіога. 
Разложеніе  функцій  въ  ряды. 

§  105.  Сходящіеся  и  расходящіеся  ряды.  Пусть  мы  имѣемъ 
безконечную  послѣдовательность  чиселъ 

иѵ  и2,..ип, . (а) 

составленныхъ  по  опредѣленному  закону. 

Числа  ип  называются  членами  послѣдовательности.  Индексъ 
при  буквѣ  и  указывает!»  мѣсто,  занимаемое  даннымъ  членомъ  въ 
послѣдовательности;  число  ип  называется  общимъ  членомъ  послѣ¬ 
довательности. 

Образуемъ  изъ  послѣдовательности  (а)  новую  послѣдователь¬ 
ность  чиселъ  зг,  82,  .  .  .  .  $п,  ....  по  слѣдующему  закону: 

82=«і+»2;  8з=мі+мг+мз’>— ;  8»=мі+м2+мз+—+ѵ»>— 

При  неограниченном!»  возрастаніи  числа  п  число  слагаемыхъ 
суммы  зп  безгранично  увеличивается,  и  получаемая  при  этомъ 
сумма 

и1  “Ь и2  “Ь  •  •  •  +  ип  + . (?) 

безконечнаго  числа  слагаемыхъ  называется  рядомъ.  Числа  и  назы¬ 
ваются  членами  ряда. 

При  безграничномъ  возрастаніи  числа  п  членовъ  ряда  (рі)  мо¬ 
гутъ  представиться  слѣдующіе  случаи:  1)  $п  стремится  къ  опре¬ 
дѣленному  конечному  предѣлу;  2)  8п  возрастаетъ  безгранично  по 
абсолютному  значенію;  3)  8п  не  возрастаетъ  безгранично,  но  и  не 
стремится  къ  опредѣленному  предѣлу . 

Въ  первомъ  случаѣ  рядъ  ([5)  называется  сходящимся ,  а  пре¬ 
дѣлъ,  къ  которому  стремится  $п  при  возрастаніи  п  до  ОО,  назы¬ 
вается  суммою  ряда  (^).  Во  второмъ  и  третьемъ  случаяхъ  рядъ 
([})  называется  расходящимся  *). 

Примѣръ  1.  Рядъ 

1  +  2  +  2г+-  •+2П  +  -- 


)  Къ  третьемъ  случаѣ  рядъ  называютъ  также  колеблющимся . 
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называется  геометрической  или  кратной  прогрессіей;  о — знамена¬ 
телемъ  прогрессіи.  Для  $п  имѣемъ  въ  этомъ  случаѣ: 


Предполагая  (/>0,  разсмотримъ  отдѣльно  случаи:  #>1;  (7=1 
и  (7  <С  1- 

1)  (7>1.  Прогрессія  представляетъ  расходящійся  рядъ.  Дѣй¬ 
ствительно,  въ  этомъ  случаѣ  1ііпдп  =  00  и  1йп$Л  =  оо. 

п  г=  00  п  =  со 

2)  ^  —  Въ  этомъ  случаѣ  8п  =  п  и  1іт$Л  =  00.  Прогрессія  и 

п  =  оо 

въ  этомъ  случаѣ  представляетъ  расходящійся  рядъ. 

3)  (7  <С  1  •  Такъ  какъ 

1  (7* 

8"  1—2  1—2 

и  Ііт 2"  —  1іш[1  :  (1/2")]  0,  то  1іт$п  =  1/(1 —  2)  =  К0Н04-  числу. 

11  =  СО  '  11 —  СО  11  =  со 

Поэтому  при  2  С 1  прогрессія  представляетъ  сходящійся  рядъ. 

Примѣръ  2.  Рядъ 

_ і_~і — і — - — и. .  л - 1 _ і_  . 

1  .  2~2  .  3~3  .  4  '  ~  п(»»4-1)  ' 

есть  рядъ  сходящійся. 

Дѣйствительно,  члены  этого  ряда  можно  представить  слѣдую¬ 
щимъ  образомъ: 

1  11  1111  1 

1.2  2  ’  2  .  3  2  3’  ••’’«(«-(-  1)~п  и  +  І’"’ 

поэтому  для  «„  получимъ: 

8я==1  — й+1‘ 

Отсюда  заключаемъ,  что  1іт$п  =  1. 

П  =  со 

Примѣръ  3.  Рядъ 

называется  гармоническимъ.  Докажемъ,  что  онъ  расходящійся . 


§  105 .  Сходящіеся  и  расходящіеся  ряды. 
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Такъ  какъ  цѣлыя  и  положительныя  степени  числа  2  возра¬ 
стаютъ  безгранично,  то  можно  для  всякаго  натуральнаго  числа  п 
найти  такое  число  м,  что  2т^м<2тп+1.  При  такомъ  выборѣ  т 
имѣетъ  мѣсто  неравенство: 


Распредѣлимъ  слагаемыя  второй  части  этого  неравенства  на 
группы  такъ,  чтобы  послѣдній  членъ  каждой  группы  имѣлъ  въ 
знаменателѣ  число,  представляющее  степень  2: 


Отбросивъ  во  второй  части  первое  слагаемое,  т.-ѳ.  1,  мы 
получимъ: 


Вторая  часть  послѣдняго  неравенства  представляетъ  сумму  т 
членовъ,  изъ  которыхъ  первый  содержитъ  одно  число,  второй 
есть  сумма  2  чиселъ,  третій  —  сумма  22  чиселъ,..,  послѣдній — 
сумма  2т~1  чиселъ.  Замѣнивъ  всѣ  слагаемыя  каждаго  члена  по¬ 
слѣднимъ  слагаемымъ,  входящимъ  въ  составъ  этого  члена,  мы 
получимъ  вмѣсто  каждаго  члена  1/2.  Поэтому 


11  1 

*»  >  2+2  +  •  •  +  2  ’  (т  слагаомыхъ) 


или  $п>т/ 2.  При  неограниченномъ  возрастаніи  числа  п  число  т 
возрастаетъ  также  неограниченно.  Поэтому  изъ  послѣдняго  не¬ 
равенства  слѣдуетъ,  что  1ііт?п  =  00,  т.-ѳ.  что  гармоническій  рядъ 

71  =  00 

еапъ  рядъ  расходящійся. 

Примѣръ  4.  Рядъ 

3  2  —  1  +  3-2-1  +  3-2-1  +  .... 

есть  рядъ  расходящійся  (колеблющійся). 
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Это  легко  видѣть  изъ  того,  что 

гдѣ  к  есть  цѣлое  положительное  число. 

Примѣръ  5.  См.  въ  §  103,  примѣръ  3. 

§  166.  Признаки  сходимости.  Необходимый  признакъ  схо¬ 
димости.  Убѣдившись  изъ  приведенныхъ  въ  предыдущемъ  §  при¬ 
мѣровъ  въ  существованіи  сходящихся  и  расходящихся  рядовъ, 
обратимся  къ  признакамъ ,  по  которымъ  можно  было  бы  судить  о 
сходимости  или  расходимости  даннаго  ряда. 

Признаки  сходимости  раздѣляются  на  двѣ  категоріи:  признаки 
необходимые  и  признаки  достаточные . 

Необходимымъ  признакомъ  сходимости  ряда 

«і  +  м2  +  >  ••  +  ».  + .  (а) 

является  стремленіе  его  общаго  члена  ип  къ  нулю  при  возрастаніи 
п  до  00. 

Дѣйствительно,  если  рядъ  (а)  сходящійся  и  5  его  сумма,  то 

Нго  $п  =  5;  Ііш  8П-1  =  5; 
п  =  со  тг  =  со 

слѣд.,  Пт  ($п  —  Ѵі)  =  1іт  «п  =  0. 

71  =  СО  71  =  СО 

Но  этотъ  признакъ  но  является  признакомъ  достаточнымъ , 
т.-е.  при  выполненіи  условія  1ігонп  =  0  рядъ  можетъ  оказаться 

71  =  СО 

расходящимся.  Примѣромъ  такого  ряда  служитъ  разсмотрѣнный 
въ  предыдущемъ  §  гармоническій  рядъ. 

§  167.  Леммы  сравненія.  Общимъ  пріемомъ  при  выводѣ  до¬ 
статочныхъ  признаковъ  сходимости  служитъ  сравненіе  изучае¬ 
маго  ряда  съ  такимъ,  сходимость  или  расходимость  котораго 
установлена. 

Двѣ  слѣдующія  леммы  указываютъ  возможный  способъ  срав¬ 
ненія  рядовъ. 

Лемма  1.  Даны  два  ряда: 


и1  +  и2  +  •  •  4“  . . ( и ) 

ѵі-\~ѵг  +  •••+«»  +  •••» . (») 


всѣ  ч.гены  когпорыхъ  положительны . 

Если  рядъ  ( ѵ )  сходящійся  и  ип^ѵп  для  всгъхъ  значеній  индекса  п , 
77Ю  рядъ  (и)  также  сходящійся . 

Если  рядъ  (ѵ)  расходящійся  и  ип^ѵп  для  всѣхъ  значеній  индекса 
п ,  77Ю  рядъ  (и)  77ШКЭЮС  расходящійся . 


166 ,  167.  Признаки  сходимости. 
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Обозначивъ  суммы  п  членовъ  рядовъ  (и)  и  ( ѵ )  соотвѣтственно 
черезъ  8п  и  $'п,  по  условіямъ  первой  части  леммы  получимъ  не¬ 
равенства: 

о<х<С 

Такъ  какъ  при  возрастаніи  п  сумма  стремится  къ  опредѣ¬ 
ленному  предѣлу,  а  $п,  возрастая  вмѣстѣ  съ  п,  остается  меньше 
этого  предѣла,  то  и  $п  стремится  къ  конечному  продѣлу  при 
неограниченномъ  возрастаніи  п.  Слѣд.,  рядъ  ( и )  сходящійся. 

При  условіяхъ  второй  части  леммы  имѣемъ  неравенства 

о  <*'„<*„, 

которыя  вт>  связи  съ  условіемъ,  что  з'п  возрастаетъ  безгранично 
при  возрастаніи  и,  приводятъ  къ  заключенію,  что  рядъ  (и)  рас¬ 
ходящійся. 

Лемма  2.  Лели  для  всякой  пары  соотвѣтственныхъ  членовъ  ря¬ 
довъ  (и)  и  (ѵ)  предыдущей  леммы  имѣетъ  мѣсто  соотношеніе: 

ип+і  ^  ?;п+і 

и  ѵ  ’ 

п  п 

то  рядъ  (и)  сходящійся  одновременно  съ  рядомъ  (ѵ). 

Если  же 

и  ѵ  ’ 

п  п 


то  рядъ  (и)  расходящійся  одновременно  съ  рядомъ  (ѵ). 
Удерживая  прежнія  обозначенія,  имѣемъ: 

V  «1  «2  «1  «„-1  М»_2  «і  /* 

Отсюда  при  условіи,  что 


ѵп  +  1л 


П+1. 


черезъ  замѣну  отношенія  двухъ  смежныхъ  членовъ  ряда  (и)  отно¬ 
шеніемъ  соотвѣтственныхъ  членовъ  ряда  (ѵ)  послѣ  нѣкоторыхъ 
упрощеній  находимъ: 

*•<  7  (®1  +  »8  + ••+»«)  ИЛИ«<%'П. 

Ѵ1  Ь1 


Дифф.  и  шітогр.  исчисленія. 
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Изъ  послѣдняго  неравенства  слѣдуетъ,  что,  если  рядъ  (г?) 
сходящійся,  то  и  рядъ  (и)  сходящійся. 

Вторая  часть  леммы  доказывается  аналогичнымъ  способомъ. 

Примѣчаніе.  Заключенія  обѣихъ  леммъ  остаются  справедли¬ 
выми,  если  указанныя  въ  нихъ  соотношенія  между  членами  ря¬ 
довъ  {и)  и  (г;)  имѣютъ  мѣсто  но  для  всѣхъ  значеній  индекса  я,  а 
только  для  значеній  его,  но  меньшихъ  нѣкотораго  числа  р. 
Дѣйствительно,  въ  такомъ  случаѣ  условіямъ  леммъ  удовлетво¬ 
ряютъ  ряды 

. (*о 

ѴР4"  Ѵи  +  ---  +  Ѵьгі  + . . . (У) 

получаемые  соотвѣтственно  изъ  рядовъ  (я)  и  (г?)  черезъ  отбрасы¬ 
ваніе  конечнаго  числа  начальныхъ  членовъ,  что  не  измѣняетъ 
условій  ихъ  сходимости. 

§  168.  Признаки  сходимости  знакопостоянныхъ  рядовъ. 

Приложимъ  леммы  предыдущаго  §  къ  выводу  двухъ  достаточ¬ 
ныхъ  признаковъ  сходимости  знакопостоянныхъ  рядовъ ,  т.-е.  такихъ 
рядовъ,  всѣ  члены  которыхъ  имѣютъ  одинаковый  знакъ. 

Пусть  имѣемъ  рядъ 

мі4“м2  “Ь-  *  (и) 

всѣ  члены  котораго  положительны  *). 

Сравнимъ  члены  его  съ  соотвѣтственными  членами  геометри¬ 
ческой  прогрессіи 

а  +  а2  +  .  .  +  ап  + . . . (а) 

гдѣ  а>0. 

На  основаніи  первой  леммы  предыдущаго  §  рядъ  (и)  сходящійся , 
если  при  а<1  для  п^р  имѣемъ:  ип^ап,  и  рядъ  (и)  расходя¬ 
щійся,  если  при  а>1  для  п^р  имѣемъ:  ?/п^ап,  при  чемъ  р  есть 
нѣкоторое  опредѣленное  натуральное  число. 

Такъ  какъ  въ  первомъ  случаѣ  Ѵ«.л*<  1,  а  во  второмъ 
^п^а>  1,  'іо  полученный  результатъ  можно  формулировать 
слѣдующимъ  образомъ:  знакопостоянный  рядъ  (и)  сходящійся ,  если 

Ііт  У мЛ<П ,  и расходящійся,  если  Ііт  у  ип  ^ >  1 . 
п~00  П— 00 

Это  заключеніе  представляетъ  одинъ  изъ  достаточных!,  при¬ 
знаковъ  сходимости  знакопостоянныхъ  рядовъ.  Другой  достаточ¬ 
ный  призпакъ  сходимости  получается  при  помощи  второй  леммы 
предыдущаго  §  сравненіемъ  рядовъ  (и)  и  (а). 


*)  Легко  видѣть,  что  къ  этому  случаю  приводится  и  случай  знакопо¬ 
стояннаго  ряда  съ  отрицательными  членами. 


§§  168,  169 .  Признаки  сходимости . 


,2,27 


Если  для  п^р  имѣютъ  мѣсто  неравенства 


Ѵі 


<«<1, 


то  рядъ  (ге)  сходящійся .  Если  же  для 


’*п  +  ] 


'а>1. 


то  рядъ  (ге)  расходящійся. 

Этотъ  признакъ  сходимости  можно  формулировать  слѣдую¬ 
щимъ  образомъ:  если  Ііт  — —  <  1,  то  рядъ  (и)  сходящійся,  если 
п= со  ип 

же  Пт  то  рядъ  (и)  расходящійся, 

п—  со  ип 

Слѣдуетъ  замѣтить,  что  указанный  признакъ  но  рѣшаетъ 
вопроса  о  сходимости,  если  Ііт  1 . 

П=СО  ип 

Изъ  двухъ  указанныхъ  признаковъ  сходимости  второй  является 
болѣе  простымъ  и  удобнымъ  въ  приложеніяхъ,  чѣмъ  первый  *). 


Примѣры.  I . 

тому  что  Ііт 

п= оо  ип 


Рядъ  1+^+1~2"Ьт2  3  схо^ящійся^  110 ‘ 

=  Ііт  *  =0  (см.  §  103,  примѣръ  3). 

п=соп 


Рядъ 


сходящійся,  потому  что 


Ііт  ^*±і  —  ііт  }п  ~ 1 

п=оо  «.  п  ю4(2«+1)  4- 


§  100.  Признакъ  сходимости  знакочередующагося  ряда. 

Знакочередующимся  называется  такой  рядъ,  послѣдовательные 
члены  котораго  имѣютъ  разные  знаки. 

Для  такого  ряда  необходимый  признакъ  сходимости  (§  100) 
является  и  достаточнымъ . 


*)  О  взаимномъ  отпошепіи  этихъ  двухъ  признаковъ  см.  Гурса,  Курсъ 
математическаго  анализа,  т.  I,  §  159,  и  Г.  Ковалевскій,  Основы  дифференціалъ- 
наго  ц  интегральнаго  исчисленій,  §§  79—81, 

15* 
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Пусть  имѣемъ  знакочередующійся  рядъ 

«1  —  «2  +  Н3  —  •  •  +  «2р-1  —  «2р  —  —  . . . 00 

гдѣ  и  съ  индексами  обозначаютъ  положительныя  числа.  Докажемъ, 
что  для  сходимости  его  достаточно,  чтобы,  начиная  съ  извѣстнаго 
мѣста,  члены  его  убывали  ио  абсолютному  значенію  и  чтобы 

Ііш  г*п  =  0. 
п=со 

Предполагая,  что  иг  >  и2  !>  >  ••••>  лѳгко  видѣть,  что  суммы 

8Ѵ  83,  85,..  нечетнаго  числа  членовъ  представляютъ  рядъ  убываю¬ 
щихъ  чиселъ,  а  суммы  82,  я4,  86,...  четнаго  числа  членовъ  —  рядъ 
возрастающихъ  чиселъ.  Обозначая  черезъ  8  сумму  ряда  {и)  и  срав¬ 
нивая  ее  съ  суммами  з2т  и  82ш+1,  находимъ  неравенства: 

82т  <^8<С,  $2т+1* 

Изъ  этихъ  неравенствъ  вытекаютъ  слѣдующія  заключенія: 

1)  8  есть  число  конечное ,  такъ  какъ  оно  заключено  мео/сду  двумя 
конечными  числами ;  2)  8  есть  общій  предѣлъ ,  къ  которому  стре¬ 
мятся  суммы  82ш  и  82т+і  при  неограниченномъ  возрастаніи  числа  т. 
Дѣйствительно,  замѣтивъ,  что 

82т+ 1  8 2т  ~  Н2 т  +1  > 

изъ  послѣднихъ  неравенствъ  находимъ: 

5  82т  и2т+Ѵ  82т+1  5  ^  **2ж+1' 

Но  по  предположенію  Ііш  ?/2т+і  =  слѣдовательно,  8  служитъ 
т= со 

предѣломъ  суммъ  82т  и  $2  , ,  при  безграничномъ  возрастаніи  т 
(§  94). 

Примѣръ,  Рядъ  1 - СХОДЯЩІЙСЯ,  потому  что 

члены  его  по  абсолютному  значенію  убываютъ  и  Ііш  ип  =  0  при 
п  =  ОО. 

§  170.  Абсолютно  сходящіеся  ряды.  Рядъ  называется  абсо¬ 
лютно  сходящимся,  если  сходящимся  оказывается  рядъ,  членами 
котораго  служатъ  абсолютныя  значенія  членовъ  даннаго  ряда. 
Теорема.  Если  рядъ 

КІ  +  КІ  +  -  +  КІ  + . С V) 
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сходящійся ,  то  м 

«Х  +  М2  +  --+«п  + . .•••(“) 

сходящійся . 

Пусть  $  и  суть  соотвѣтственно  сумма  ряда  (II)  и  сумма  п 
первыхъ  членовъ  его,  а  $Л  сумма  п  первыхъ  членовъ  ряда  (и). 

Сравнивая  $Л ,  $п  и  $,  находимъ: 

1 5„  і<яп<#. 

Такъ  какъ  8,  по  условію,  есть  конечное  число,  то  эти  нера¬ 
венства  показываютъ,  что  $п  есть  также  конечное  число  при  вся- 
комъ  п.  Чтобы  доказать,  что  $п  стремится  при  неограниченномъ 
возрастаніи  п  къ  опредѣленному  предѣлу,  разсмотримъ  суммы  $'п 
и  — з'п  соотвѣтственно  положительныхъ  и  отрицательныхъ  чле¬ 
новъ,  имѣющихся  въ  числѣ  п  первыхъ  членовъ  ряда  ■(?«).  Раз¬ 
ность  $ГЛ — з"п  равна  зп.  Каждая  изъ  суммъ  $'л  и  з"п  возрастаетъ 
вмѣстѣ  съ  п,  но  остается  меньше  слѣдов.,  $гп  и  зпп  имѣютъ 
предѣлы  (§  102).  Обозначимъ  ихъ  соотвѣтственно  черезъ  $'  и  з". 
Изъ  равенства 


слѣдуетъ,  что 

Пт  зп  =  з'  —  з". 
п— со 


Теорема  такимъ  образомъ  доказана. 

Обратная  теорема  несправедлива:  сходимость  ряда  (м)  не  вле¬ 
четъ  за  собою  сходимости  ряда  ( II ),  какъ  это  видно  изъ  при¬ 
мѣра,  приведеннаго  въ  предыдущемъ  §.  Рядъ 


сходящійся,  но  не  абсолютно,  такт,  какъ  рядъ,  получаемый  изъ 
него  замѣною  всѣхъ  его  членовъ  ихъ  абсолютными  значеніями, 
есть  рядъ  гармоническій ,  расходимость  котораго  доказана  въ  §  165. 

§  171.  Свойства  абсолютно  сходящагося  ряда.  Абсолютно  схо¬ 
дящійся  ]тдъ  обладаетъ  тѣмъ  свойствомъ ,  что  измѣненіе  порядка 
его  ч.геновъ  не  вліяетъ  ни  на  сходимость  ряда ,  ни  на  величину  его 
суммы . 

Докажемъ  сначала  это  предложеніе  для  знакопостояннаго  ряда 
съ  положительными  членами. 

Пусть 


ПЛ  +ма+..  .  •  +  •••• 


.  .  00 
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есть  сходящійся  рядъ  съ  положительными  членами  и  суммою  5. 
Переставивъ  какимъ-ниб}гдь  образомъ  его  члены,  получимъ  новый 
рядъ 

и\  4-  и'2  +  . . .  4-  и'т  4“  •••> . 00 

сумму  котораго  обозначимъ  черезъ  $г. 

Каково  бы  ни  было  число  т,  можно  взять  п  достаточно  боль¬ 
шимъ  для  того,  чтобы  т  первыхъ  членовъ  ряда  (V)  заключа¬ 
лись  въ  числѣ  п  первыхъ  членовъ  ряда  (У).  Такъ  какъ,  по  усло¬ 
вію,  всѣ  члены  ряда  (и)  положительны,  то  при  такомъ  выборѣ 
числа  п  будутъ  имѣть  мѣсто  неравенства: 

гдѣ  $\п  и  8п  обозначаютъ  соотвѣтственно  суммы  т  членовъ  ряда 
(У)  и  п  членовъ  ряда  (г«).  Отсюда  слѣдуетъ,  что  Ііт 

т=со 

или  $'^.9. 

Съ  другой  стороны,  при  произвольномъ  п  можно  взять  т  до¬ 
статочно  большимъ  для  того,  чтобы  въ  суммѣ  $'то  содержались 
всѣ  члены  суммы  $п.  Поэтому  з'т^8п  и  з'^з.  Сопоставляя  по¬ 
лученныя  соотношенія  между  .9  и  заключаемъ,  что  $'=$,  т.-е. 
что  рядъ  (У)  сходящійся  и  сумма  его  равна  суммѣ  ряда  (и). 

Предположимъ  теперь,  что  рядъ  (и)  знакоперемѣнный  и  абсо¬ 
лютно  сходящійся.  Его  сумма  5  равна  б,г  —  гдѣ  .9'  есть  сумма 
его  положительныхъ  членовъ,  а  — $"  есть  сумма  его  отрицатель¬ 
ныхъ  членовъ  (§  170).  Ряды,  суммами  которыхъ  служатъ  .9Г  и 
имѣютъ  положительные  члены;  поэтому  въ  нихъ  можно  измѣнить 
порядокъ  членовъ,  ио  измѣняя  ихъ  сумма,.  Это  измѣненіе  по¬ 
рядка  членовъ  въ  рядѣ  съ  суммою  $'  молено  сдѣлать  такъ,  чтобы 
члены  его  шли  въ  томъ  же  порядкѣ,  въ  какомъ  идутъ  положи¬ 
тельные  члены  ряда  (V),  а  въ  рядѣ  съ  суммою  — молено  взять 
члены  въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ  идутъ  отрицательные  члены 
ряда  (У).  Сумма  ряда  (У)  оказывается  такимъ  образомъ  равной 
$г — т.-е.  равной  суммѣ  ряда  (и). 

Въ  дополненіе  къ  этой  теоремѣ  приведемъ  примѣры,  которые 
показываютъ,  что  сходимость  и  сумма  не  абсолютно  сходящихся 
рядовъ  можетъ  зависѣть  отъ  порядка  членовъ. 

Рядъ  1 — -4~- — т4-....  сходящійся,  но  не  абсолютно  (§  170). 
и  О  4 

Сумма  его  заключается  (§  109)  между  числами  $4=0,583....  и 
5.  =  0,783... 

Рядъ 


(1+1)~^+(^+у)-І  +  --  +  (4Із  +  4Іі)_^  + . 


$  171.  Свойства  абсолютно  сходящагося  'ряда. 
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получаемый  изъ  перваго  извѣстной  перестановкой  его  членовъ, 
есть  знакочередующійся  съ  безгранично  убывающими  членами. 
Слѣд.,  онъ  сходящійся  (§  169).  Сумма  его  заключается  между 
числами  $/=0,926...  и  $/=1,128...  Изъ  этого  примѣра  видно, 
что  сумма  но  абсолютно  сходящагося  ряда  можетъ  измѣниться 
отъ  перестановки  членовъ. 

Разсмотримъ  рядъ 


_і _ ,,, 

іп.  /чѴ*  . • . 11 

Этотъ  рядъ,  какъ  знакочередующійся  съ  безгранично  убы¬ 
вающими  членами,  сходящійся.  Замѣна  его  членовъ  ихъ  абсолют¬ 
ными  значеніями  приводитъ  къ  ряду,  члены  котораго,  начиная 
со  второго,  болѣе  соотвѣтственныхъ  членовъ  гармоническаго 
ряда.  Слѣд.  (§§  167,  165),  данный  рядъ  не  абсолютно  сходящійся. 

Докажемъ,  что  получаемый  перестановкой  членовъ  ряда  (к) 
рядъ 


_ !_  ,  _і_  ,  _і _ і  , 

/і~Ѵз  /  2^ /  7  /  4п 


С*') 


есть  рядъ  расходящійся . 

Обозначая  черезъ  $  сумму  ряда  (к)  и  черезъ  $'  сумму  ряда  (//), 
легко  вывести  слѣдующее  соотношеніе: 


’  Зн 


2п-{-1 


^  I  I  \  _ . 

/2м+3  |/  іп — 1  * 


Число  членовъ  второй  части  этого  равенства  равно  числу  не¬ 
четныхъ  чиселъ  отъ  1  до  2 п  —  1  включительно,  т.-е.  равно  п.  А 
такъ  какъ  изъ  слагаемыхъ  второй  части  наименьшимъ  является 
послѣднее,  то 


и 


,Ѵ  Зп  ^  52  л  I 


уі) 


Дробь  п/ \п 

ІІОЭТОМу 


1  неограниченно  возрастаетъ  вмѣстѣ  съ  п. 
Ііт  8'3п=00, 

П  =  СС 


т.-е,  рядъ  (к’)  расходящійся. 

Этотъ  примѣръ  показываетъ,  что  перестановка  членовъ  не 
абсолютно  сходящагося  ряда  можетъ  повлечь  за  собою  потерю 

СХОДИМОСТИ. 
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§  172.  Ряды  съ  комплексными  членами.  Рядъ 

и1  +М2+*  •  •  +  . . . -  •  •  СМ) 

члены  котораго  суть  комплексныя  числа,  т.-е.  ип  =  ап-)-Ьпі,  ап 

и  Ъп  суть  дѣйствительныя  числа,  а  г  =  |/* — 1,  называется  сходя¬ 
щимся,  если  сходящимися  оказываются  ряды 


«1+«2+  •••  +«„+.• 
+  К  +  •  •  •  +  ъп 4~ • 


О) 

(О 


членами  которыхъ  служатъ  дѣйствительныя  части  и  коэффи¬ 
ціенты  при  мнимыхъ  частяхъ  членовъ  даннаго  ряда.  Если  суммы 
рядовъ  (а)  и  (і Ь )  суть  соотвѣтственно  Р  и  ф,  то  сумма  ряда  (и) 
равна  Р-| -гф- 

Достаточнымъ  признакомъ  сходимости  ряда  {и)  слуяштъ  схо¬ 
димость  ряда 

КІ+КІ-Ь  •  . (И) 

члены  котораго  суть  модули  соотвѣтственныхъ  членовъ  ряда  ( и ). 
Для  доказательства  этого  предложенія  замѣтимъ,  что 


.  М=+/«» 2+&„2; 

поэтому  |  ап  |  ^  |  мп|  и  |&п|<|«п|.  Если  рядъ  (|  и  |)  сходящійся, 
то  (§§  107,  170)  сходящимися  будутъ  и  ряды  (а)  и  (6);  слѣд., 
рядъ  (и)  также  сходящійся. 

Во  случаѣ  сходимости  ряда  (|м|)  рядъ  (и)  называется  абсо¬ 
лютно  сходящимся  (сравн.  §  170). 

Примѣръ.  Доказшпъ  абсолютную  сходимость  ряда: 

+  С052і)+г5т29  .  .  совп'д  4-  гвіппЪ  , 

- І2 - + - 2^ - +••+ - 5 - +••  •(«)• 

Такъ  какъ 


+  ізіппЬ  1 


то  задача  сводится  къ  доказательству  сходимости  ряда: 


— +— +  +— + 
1»  '  2»  ‘  *  “  п 


(Р) 


Представимъ  этотъ  рядъ  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

НО1)  [(2*)*  (2*+1)»  +  (2*4-2)»  +  (2»+3)»] 


і+(1 

1»  '  \2» 


(24-1)2 

1 


+  1 


(2Р)2  ~(2»>4-  1)* 


(2*+1)2  1  (2»4-2)*  1  (2»+3;2 

^=Т7*]+--- 


(2И 


§  173 .  Степенной  рядъ. 
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Такъ  какъ 


(2г')2_^(2'’-|- І)2"^”  " -^(2р+1 —  1)2<'(2р)2’2Р  2р’ 

то  члены  предыдущаго  ряда,  начиная  со  второго,  меньше  со- 
отвѣтственныхъ  членовъ  безконечно  убывающей  прогрессіи: 


1  +  5  +  І+- 


Слѣд.  (§  167),  рядт»  (Р)  сходящійся,  а  рядъ  (а)  абсолютно 
сходящійся. 

§  173.  Степенной  рядъ.  Кромѣ  рядовъ  съ  постоянными  чле¬ 
нами  существуют!»  ряды,  члены  которыхъ  суть  функціи  .  одною 
или  нѣсколькихъ  перемѣнныхъ.  Изъ  такихъ  рядовъ  мы  разсмо¬ 
тримъ  рядъ,  расположенный  но  возрастающимъ  цѣлымъ  и  положи¬ 
тельнымъ  степенямъ  перемѣннаго.  Этотъ  рядъ  называется  степен¬ 
нымъ.  Общій  видъ  его  таковъ: 

ао  аіх  "Ь  а2х 2  “Ь  •  •  "Ь  апхП  "Ь  •  •  •  . . . (а) 


гдѣ  а  со  значками  обозначаютъ  постоянные  коэффиціенты  ряда, 
а  х  есть  перемѣнное.  Какъ  числа  а,  такъ  и  х  могутъ  быть  дѣй¬ 
ствительными  и  комплексными. 

Вопросъ  о  сходимости  ряда  (а)  сводится  къ  вопросу  объ 
опредѣленіи  тѣхъ  значеній  перемѣннаго  х ,  при  которыхъ  онъ  сходя¬ 
щійся .  , 

Достаточнымъ  признакомъ  сходимости  ряда  (а)  служить  схо¬ 
димость  ряда 

1а0І4Чаі*|4Ча2Л?2|+.  •+Іапа?я|+ - »  ••••(?) 

члены  котораго  суть  абсолютныя  значенія  или  модули  членовъ 
ряда  (а)  [§§  170,  172]. 

Пользуясь  вторымъ  изъ  признаковъ  сходимости,  указанныхъ 
въ  §  168,  мы  находимъ  слѣдующее  условіе  сходимости  ряда  (а): 
рядъ  (а)  есть  рядъ  абсолютно  сходящійся  для  всѣхъ  значеній  х ,  удо¬ 
влетворяющихъ  неравенству : 


ІІ111 

И  =  00 


<1- 


Отсюда  находимъ: 


I  X  |  <  ІІШ 

П  =  СО 


Яп-1 


(у) 
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Если  х  есть  дѣйствительное  перемѣнное,  то  это  неравенство 
опредѣляетъ  интервалъ  сходимости,  если  же  х  есть  комплексное 
перемѣнное,  то  оно  даетъ  радіусъ  круга  сходимости .  Дѣйствительно, 
если  вторую  часть  неравенства  (у)  обозначимъ  черезъ  к,  то  при 
х  дѣйствительномъ  рядъ  (а)  есть  сходящійся  для  всѣхъ  значе¬ 
ній  х ,  лежащихъ  въ  интервалѣ  ( —  к ,  к),  границами  котораго 
служатъ  числа  — к  и  -[-Л;  при  х  комплексномъ  рядъ  (а)  есть  схо¬ 
дящійся  для  всѣхъ  значеній  х ,  изображенія  которыхъ  лежатъ 
внутри  круга,  описаннаго  изъ  начала  координатъ  радіусомъ,  рав¬ 
нымъ  к ,  такъ  какъ  модули  этихъ  значеній  перемѣннаго  х  меньше  к. 
Этотъ  кругъ  называется  кругомъ  сходимости. 

Примѣры.  1.  Рядъ. 


х 


і+і+Й+..+і^-+. 


сходящійся  при  всѣхъ  значеніяхъ  х. 

Дѣйствительно,  условіе  (у)  для  даннаго  ряда  обращается  въ 
неравенство: 

х\<^  Ііш  _ *  . _ 1 _ , 

п  =  оо  1.2... (9і  —  1) 


изъ  котораго  находимъ:  |#|<00. 
2.  Рядъ 


х  х2  .  х2  ,  ,  Лхп  , 

I— 9+Я— 


есть  рядъ  абсолютно  сходящійся  при  М<і- 
Для  даннаго  ряда  имѣемъ: 


Лп— 1~ 


п —  1  ’ 


;  Ііш 


п  П  =г  со 


*_П^1 


=  Пт 

71  =  оо 


п —  1 


Поэтому  изъ  неравенства  (у)  находимъ: 

Если  х  есть  дѣйствительное  перемѣнное,  то  найденное  усло¬ 
віе  сходимости  можно  формулировать  такъ:  данный  рядъ  есть 
абсолютно  сходящійся  въ  интервалѣ  ( —  1,  1). 

Замѣтимъ  кромѣ  того,  что  рядъ  остается  сходящимся  (но  не 
абсолютно)  при  х  =  1  и  является  расходящимся  при  х  =  —  1 
(§§  165,  169,  170). 

Если  х  есть  комплексное  перемѣнное,  то  изъ  предыдущаго 
заключаемъ,  что  радіусъ  круга  сходимости  равенъ  1. 


$  174.  Равномѣрная  сходимость  степенного  ряда. 


235 


§  174.  Равномѣрная  сходимость  степенного  ряда.  Пусть 
рядъ 

«о  +  а1х  +  агх%  +  •  •  +  аихп  -+-•••> . («) 

въ  которомъ  коэффиціенты  и  перемѣнное  дѣйствительны ,  есть 
рядъ  абсолютно  сходящійся  въ  интервалѣ  ( —  а,  а),  гдѣ  а  >  0. 

Называя  его  сумму  черезъ  $(%),  сумму  его  п  первыхъ  членовъ 
черезъ  8п(х)  и  сумму  всѣхъ  остальныхъ  ( остатокъ  ряда)  черезъ 
11п{х),  находимъ  соотношеніе: 

8(х)=зп(х)-\-ІІп(х)  .  . . (6) 

Въ  этой  формулѣ  8п(х )  и  11п(х)  суть  функціи  ху  которыя  стре¬ 
мятся  при  возрастаніи  п  до  00  соотвѣтственно  къ  предѣламъ  з(х) 
и  нуль  у  такъ  какъ,  по  предположенію,  рядъ  (а)  сходящійся. 

Стремленіе  Кп(%)  къ  нулю  при  возрастаніи  п  до  СО  указы¬ 
ваетъ,  что  можно  найти  такое  натуральное  число  я,  что  каждый 
изъ  членовъ  послѣдовательности 

окажется  по  абсолютному  значенію  меньше  произвольнаго  какъ 
угодно  малаго  положительнаго  числа  г. 

Въ  общемъ  случаѣ,  т.-ѳ.  для  сходящихся  рядовъ,  членами  ко¬ 
торыхъ  служатъ  функціи  перемѣннаго  х,  значеніе  п  зависитъ 
отъ  значенія  перемѣннаго  х.  Если  это  значеніе  п  одинаково  для 
всѣхъ  значеній  перемѣннаго  х ,  заключенныхъ  въ  интервалѣ  схо¬ 
димости,  то  рядъ  называется  равномѣрно  сходящимся . 

Докажемъ,  что  степенной  рядъ  обладаетъ  свойствомъ  равно¬ 
мѣрной  сходимости. 

Пусть  есть  положительное  число,  меньшее  а.  По  предпо¬ 
ложенію,  рядъ  (а)  для  х  —  а:  абсолютно  сходящійся.  Слѣдовательно 

Гп  ^  I  ава1П  I  "Ы  ап-1а1П-:1  И*  •  •  ' 

стремится  къ  нулю  при  возрастаніи  п  до  00  и  можно  найти  та¬ 
кое  Пу  чтобы  гп<  г,  гдѣ  8  есть  произвольное  какъ  угодно 
малое  положительное  число. 

Но  для  |л:|<а1  имѣемъ: 

I  ад  I  <  I  апхл  I + 1  «п+гг"+1  !+•••<  г«; 

слѣд.,  |  ВД  |  <  е  для  всѣхъ  значеній  л?,  лежащихъ  въ  интервалѣ 
(-—а,,  аг)  или  въ  интервалѣ  ( —  а,  а).  Такимъ  образомъ  равно¬ 
мѣрная  сходимость  степенного  ряда  доказана. 
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Въ  дополненіе  къ  сказанному  приведемъ  примѣръ  неравномѣрно  схо¬ 
дящагося  ряда. 

Разсмотримъ  рядъ: 

(1  —  а?)  +  —  а?)  +  —  х)  +  •  •  +  хп  (1  —  х)  4-  . . . 

Суммируя  п  первыхъ  членовъ  его,  находимъ: 

8п  =  1  —  х  +  х  —  х*  +  ж2  —  а?3  -(-  . .  —  хп  =1  —  хп. 

Отсюда  видно,  что  данный  рядъ  сходящійся  въ  интервалѣ  ( — 1,  1). 
Сумма  его  =  0  для  х  =  1  и  равна  1,  или  |  х  |  <  1.  Дополнительный  членъ  Кп 
для  х  -ф  1  равенъ  —  хп. 

Для  всякаго  зпаченія  х,  абсолютное  зпачепіе  котораго  меньше  1,  можно 
найти  такое  число  К,  чтобы  при  п  >.  Л7-  удовлетворялось  неравенство: 

|  хи  |  <  е,  гдѣ  г  есть  произвольно  малое  положительное  число.  Но  это  число 
‘Лг  не  остается  одинаковымъ  для  всѣхъ  значеній  х  въ  интервалѣ  сходимости 
ряда:  оно  неограниченно  возрастаетъ  при  приближеніи  х  къ  1.  Слѣдова¬ 
тельно,  данный  рядъ  въ  интервалѣ  ( — 1,  1)  сходящійся,  но  неравномѣрно. 


§  175.  Непрерывность  функціи,  опредѣляемой  степеннымъ 
рядомъ.  Сумма  ${х)  ряда  (а)  (см.  §  174)  есть  непрерывная  функ¬ 
ція  перемѣннаго  х  для  значеній  ею,  заключенныхъ  въ  интервалѣ  схо¬ 
димости. 

Пусть  х  и  хЛ -1і  суть  два  значенія  перемѣннаго,  лежащія  въ 
интервалѣ  ( —  а,  а).  По  уравненію  ( Ъ )  §  174  имѣемъ: 

ф)  =  8п(х)-\-Пп(х) 

8(х  +  А) = 8п(х  4-  А)  +  Пп(х  +  А). 

Вычитая  почленно  первое  равенство  изъ  второго,  находимъ: 

«О*  +  А)  —  8{х)  =  8„(х  4-  А)  —  5„(ж)  +  11п(х  +  А)  —  Мп(х). 

Отсюда  получаемъ  для  абсолютнаго  значенія  первой  части 
слѣдующее  неравенство: 

I  «(*  +  К)  —  ФО  I  <  I  8п(Х  +  70  —  I  +  |  +  Й)  1  +  I  ІІп(Х)  |  • 

Но  зп(х ),  какъ  цѣлая  функція  перемѣннаго  х ,  непрерывна  для 
всѣхъ  значеній  х.  Поэтому  при  произвольномъ  положительномъ 
числѣ  6  и  любомъ  п  можно  найти  такое  полояштелыюо  число  о, 
чтобы  при  |А|<^8  имѣло  мѣсто  неравенство: 

I  «„(*  +  *)  —  ««О)  |<|- 

Кромѣ  того,  но  предыдущему  §,  можно  взять  п  достаточно 
большимъ  для  того,  чтобы 

|Хо+А)1<|  и  іздоі<|. 
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Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  при  данномъ  г  и  |Л|<8  для  всѣхъ 
значеній  х  въ  интервалѣ  ( —  а,  а)  удовлетворяется  неравенство 

I  «(»  +  *)  —  Ф0'|<  г, 


показывающее  непрерывность  функціи  $(а;)  въ  интервалѣ  сходи¬ 
мости  ряда  (а)  (§  16). 

§  176.  Производная  функціи,  опредѣляемой  степеннымъ 
рядомъ.  Пусть  рядъ  (а)  (см.  §  174)  есть  абсолютно  сходящійся 
рядъ  для  всѣхъ  значеній  х ,  абсолютное  значеніе  которыхъ  не 
больше  а.  По  доказанному  въ  предыдущемъ  §  онъ  опредѣляетъ 
функцію  /( х )  непрерывную  въ  интервалов  (—а,  а). 

Если  х  и  х-\ -Л  суть  два  значенія  перемѣннаго,  заключенныя 
внутри  интервала  ( —  а,  а),  то 


/і*)  =  «о  +  аіх  +  а2х2+  •  •+«„*"  +  •  •  . . (а) 

Ах  "Ь  оі)  =  ао  а\(х  ~Ь  /о  ~Ь  аі(х  4*  *)*  +  •  •  +  аЛх  -Ь  Ю" +•  •  • 


Составляя  разность  и  {(х)  и  раздѣливъ  еѳ  на  А,  на¬ 

ходимъ: 

Кх + А)  —  Я»  


Л 


(х  -4-  А)  —  х  .  (х  4-  А)2  —  ж2 

— +а‘~^І - 


+  °ѣ 


(, х  -}-  Д)п  —  хп 

I 


+•••  (У) 


Докажемъ,  что  вторая  часть  равенства  (аг),  разсматриваемая, 
какъ  функція  перемѣннаго  Л,  представляетъ  абсолютно  сходя¬ 
щійся  рядъ  для  значеній  Л,  заключенныхъ  въ  интервалѣ  (  —  [},  (і), 
гдѣ  Р  =  а  —  |  а;  |. 

Пользуясь  формулой  бинома  Ньютона,  второй  множитель 
общаго  члена  ряда  (а')  можно  написать  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

(Х-|-А)«  - X»  =  С2пХП-2}і  _|_  _  _  _|.  й»-1, 


гдѣ  Скп  суть  биноміальные  коэффиціенты. 

Пусть  |  х  |  =з  Ху  |  А  |  =  Н.  Сравненіе  абсолютныхъ  значеній 
лѣвой  и  правой  части  предыдущаго  равенства  даетъ: 


|(а?-{-  /г)Л  —  хп 


<  +  <72яХ"-2#+ .  .  +  #*-1. 


При  изъ  этого  соотношенія  находимъ: 


(#  -|-  Л)п  —  хп 
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или 


К* + І‘Г — *«|  „  (X  +  -  X- 

I  т - 1  < - - Р - 


или,  наконецъ, 


|(ж-|-А)л —  хп 
I  А 


(Ь) 


Рядъ  (а),  по  предположенію,  есть  рядъ  абсолютно  сходящійся, 
если  |  х  |  я;  поэтому  абсолютно  сходящимся  для  того  же  интер¬ 
вала*  является  рядъ: 


я— X 


+  а5 


а2  —  X2 


ап  —  Хп  . 
+  ап — й - К 


Изъ  этого,  принимая  во  вниманіе  неравенство  (А),  заключаемъ 
(§§  167,  170)  объ  абсолютной  сходимости  ряда  (а')  для  значе¬ 
ній  х  въ  интервалѣ  ( —  я,  я)  и,  слѣд.,  значеній  А  въ  интервалѣ 

(— р»  ?)• 

Полагая  въ  равенствѣ  (аг)  А  =  0,  на  что  мы  имѣемъ  право, 
такъ  какъ  мулъ  заключается  въ  интервалѣ  ( — [$,  (і),  получимъ 
(§§  104,  105): 

Г  О»)  =  «і  +  2а2а:2  -{- . (с) 

Полученный  результатъ  можно  формулировать  такъ:  функція 
/(Х)>  опредѣляемая  степеннымъ  рядомъ  (а),  имѣетъ  производную , 
выраоюающуюся  степеннымъ  рядомъ  (е),  члены  котораю  суть  про¬ 
изводныя  членовъ  ряда  (а);  оба  ряда  имѣютъ  одинаковый  интервалъ 
сходимости . 

§  177.  Интегралъ  функціи,  опредѣляемой  степеннымъ  ря¬ 
домъ.  Интегрируя  почленно  рядъ  (а),  находимъ  (форм.  93)  рядъ 

«о*  +  ^а;2+-з?а:3+  ••  +  ,тфза;п+1  +••••»  •  •  •  •  09 


сходящійся  въ  интервалѣ  ( —  я,  я);  дѣйствительно,  рядъ 


«о  +  5*+% 


**+"+і+г -+■••• 


въ  указанномъ  интервалѣ  сходящійся,  такъ  какъ  члены  ого,  па- 
чиная  со  второго,  но  абсолютному  значенію  меньше  соотвѣтствен¬ 
ныхъ  членовъ  ряда  (а);  умноженіе  же  всѣхъ  членовъ  этого  ряда 


§  178.  Разложеніе  функцій  въ  ряды . 
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на  х  не  измѣняетъ  условій  сходимости  и  приводитъ  къ  ряду  (д). 
Если  Р{зс)  есть  функція,  опредѣляемая  рядомъ  (сГ),  то  (§  176) 


сІГ(х) 

йх 


т.-е.  1\х)  есть  интегралъ  \{(хуіх.  Кромѣ  того  легко  видѣть, 
что  Р{х)  обращается  въ  нуль  при  #  =  0.  Поэтому 


|7с*У»=  <Ѵ  +  | ** +  ■  •  +  гфі  ‘ +••• 

Итакъ,  интегралъ  функціи  Д#),  опредѣляемой  степеннымъ  ря¬ 
домъ  (а),  выраэісается  рядомъ  (д'),  члены  котораго  суть  интегралы 
членовъ  ряда  (а);  ряды  (а)  и  (д)  имѣютъ  одинаковый  интервалъ 
сходимости. 

§  178.  Разложеніе  функцій  въ  ряды.  Изъ  §  176  слѣдуетъ, 
что,  если  Д#)  обозначаетъ  сумму  ряда  (а)  съ  интерваломъ  {—а,  а) 
сходимости,  то  для  всѣхъ  значеній  х ,  лежащихъ  въ  этомъ  интер¬ 
валѣ,  имѣютъ  мѣсто  равенства: 

{(х)  —  а0-\-а1х-\-а2х2-\-а^-\-.  .  +  «п^Л+^п+і^Л+1+-.-,  •  •  («) 
==  а ^  ~ {“  3 — | — . .  — иапхп  ^  -I- . . . , 

/  (#)  =  1 .  2а2  2 . 3 а^х  — |— . .  — |—  (ъі  —  1^напхп  2  — |— . .  . , 

Ѵ(п)О0  =  1.2.  .(я—  1  >мл  +  2.3.. +  1)ая+1я  + . . . , 


Полагая  въ  этихъ  формулахъ  х  —  0,  находимъ: 


«о=ДО);  »і=Г(0); 


,т.  „  _г(о) 


1.2 


1.2.3 


/•(">(0) 

1 . 2 . . .  п!  *  ’ в 


Подстановка  этихъ  значеній  а  въ  рядъ  (а)  преобразуем  его 
въ  слѣдующій: 


д*о =т- 


.тх+тх,+ 


■+&+■••« 


Эта  формула,  какъ  явившаяся  результатомъ  разсмотрѣнія  сте¬ 
пенного  ряда,  даем  видъ  того  степенного  ряда,  въ  который  раз¬ 
лагается  функція  Да:),  если  она  на  эт°  способна,  и  кромѣ  того 
показываем,  что  функція  Д#),  допускающая  разложеніе  въ  сте¬ 
пенной  рядъ,  разлагается  единственнымъ  образомъ.  Условій  воз¬ 
можности  разложенія  данной  функціи  въ  степенной  рядъ  изъ 
предыдущихъ  разсужденій  вывести  нельзя,  такъ  какъ  ихъ  исход¬ 
ной  точкой  служила  наличность  ряда  (а). 
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Изъ  формулы  ( е )  слѣдуетъ,  что 


т  =  т- 


Мхп+1 

-\-\у  •  * 


(П 


гдѣ  ЛГ,  какъ  сумма  сходящагося  въ  интервалѣ  ( — я,  а)  ряда, 
имѣетъ  конечное  значеніо  для  всѣхъ  значеній  яг,  заключенныхъ 
въ  этомъ  интервалѣ. 

Поставимъ  теперь  слѣдующую  задачу:  дана  функція  /*( х ),  пс- 
прерывная  въ  интервалѣ  ( — а,  а)  и  допускающая  п  -{- 1  послѣдова¬ 
тельныхъ  производныхъ;  опредѣлитъ  разность 


п  0) 

1.2 


/*(«)(0) 
1.2. ..п 


Обозначивъ  эту  разность  черезъ  Мхп+1/\. 2... предположимъ, 
что  Ж*0  есть  значеніе  ЛГ  для  х  =  х0,  гдѣ  х0  отлично  отъ  нуля  и 
лежитъ  въ  интервалѣ  ( — а,  а).  Пусть 


ПО) 

1.2 


і хг 


■^о#п+1 

1.2...(м+1)‘ 


Вслѣдствіе  предположеній,  сдѣланныхъ  относительно 
функція  ВД  непрерывна  въ  интервалѣ  ( — я,  я)  и  допускаетъ 
п-\-1  послѣдовательныхъ  производныхъ.  Эти  производныя  выра¬ 
жаются  слѣдующимъ  образомъ: 


Г(х)  =  Г(х)  —  г  (0)  —  СУП 

г\Х)=г(х)-т—. 


X - . 


/*(п)(0) 


1.2.. .(я—  1) 

/»(0) 


1.2. ..(и — 2) 


хп~2- 


М0х 
1.2  ...71 


М0хп~Л 

1.2... (я — 1); 


7П*)(х)=?1»)(х)  —  /»(0)  — 

7^(п+і)  (а?)  =  /•(«+!>  (яг)  —  ДГ0. 

Функція  непрерывная  въ  интервалѣ  ( — я,  я),  непрерывна 

и  въ  интервалѣ  (0,  х0)\  для  концовъ  этого  интервала  она,  какъ 
легко  видѣть,  обращается  въ  нуль;  поэтому,  по  теоремѣ  Воііе'я 
(§  135),  между  0  и  х0  существуетъ  такое  значеніо  х1  перемѣн¬ 
наго  х ,  при  которомъ  производная  І*(х)  обращается  въ  нуль. 
Функція  Ъ"(х)  непрерывна  въ  интервалѣ  (0,  хЛ)  и  обращается  въ 
нуль  при  д;  =  0  и  х  =  хЛ\  слѣд.,  ея  производная  Р"(х)  обращается 
въ  нуль  при  х  =  хѵ  при  чемъ  х2  лежитъ  въ  интервалѣ  (0,  #г). 
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Повторяя  то  жо  разсужденіе  относительно  функцій  ІуѴ"(;г), 
І^ІѴ)(#),...,  РМ(х),  мы  придемъ  къ  заключенію,  что  въ  интер¬ 
валѣ  (0,  х0)  существуетъ  такое  число  хп+ѵ  которое  служитъ  кор¬ 
немъ  функціи  Р^+^Цх).- 

Поэтому  (а;п+1)  =  /'(»+«  (#„+1)  —  М0  =  0. 

Замѣтивъ,  что  =  0а-о,  гдѣ  0<&<1,  изъ  послѣдняго  ра¬ 
венства  находимъ: 

М0 =/•(«+»  (»а?о). 

Такъ  какъ  х0  есть  какое-нибудь  значеніе  х ,  отличное  отъ 
нуля  и  лежащее  въ  интервалѣ  ( — а,  а),  то  предыдущее  равен¬ 
ство  можно  переписать  такъ: 


21/=/>-и)  (»*), 


при  чемъ  0<|#|<^а  и  0 < & <  1 . 

Опредѣливъ  Л/,  можно  представить  функцію  /‘(.г),  удовлетво¬ 
ряющую  перечисленнымъ  выше  требованіямъ,  въ  слѣдующемъ 
видѣ : 


І'Ы(Щ 

1.2... я 


ж"  -{- 


жя+1 

“і.2..(п  +  1) 


(116) 


Эта  формула  называется  строкою  или  рядомъ  Маклерски  ( Ма- 
еіаигіп).  Послѣдній  членъ  ея  второй  части  называется  дополни - 
тельнымъ  членомъ  и  обозначается  обыкновенно  черезъ  і?п+г 

Формула  (116)  позволяетъ  вычислять  приближенныя  значенія 
функціи  /\я),  если  извѣстны  значенія  самой  функціи  и  ея  произ¬ 
водныхъ  при  х  =  0,  при  чемъ  вычисленія  сводятся  къ  опредѣле¬ 
нію  значенія  цѣлаго  многочлена  п-ой  степени,  а  оцѣнка  величины 
дополнительнаго  члена  даетъ  указаніе  степени  точности  вычислен¬ 
наго  приближеннаго  значенія. 

Положимъ,  что  функція  [(х)  имѣетъ  неограниченный  рядъ 
производныхъ.  Въ  такомъ  случаѣ  при  неограниченномъ  возра¬ 
станіи  и  многочленъ 


/»  ^  .  По) 


А°Н - : Г-Н1 


1.2 


**+.•••+ 


ИЧ  0) 

1.2.  ..п 


хп 


обращается  въ  безконечный  рядъ,  который  въ  своемъ  интервалѣ 
сходимости  представляетъ  функцію,  отличающуюся  отъ  {(х)  на 

Дифф.  и  интсгр.  исчисленія.  16 
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Ііт  7іл+1  при  п  =  оо,  такъ  какъ  черезъ  7?л+1  была  обозначена 
разность 


Если  окажется,  что  для  всѣхъ  значеній  .г,  лежаніи  хь  внутри 
интервала  сходимости  этого  ряда,  Ііт  У^Л+1  =  0  при  и  =  СО,  то 
полученный  рядъ  представитъ  разложеніе  функціи  /'(х),  такъ  что 
въ  этомъ  случаѣ  имѣетъ  мѣсто  равенство: 


М-гП  о,  +  ^+0^+... 


Если  же  Ііт  І2П+1^0  при  п  =  00,  то  рядъ  но  представляетъ 
разложенія  данной  функціи  и  послѣднее  равенство  не 

имѣетъ  мѣста. 

§  179.  Другой  выводъ  строки  Маклорена.  Пусть  і\х)  ость 
функція,  удовлетворяющая  въ  интервалѣ  ( — а,  а)  условіямъ,  ука¬ 
заннымъ  въ  предыдущемъ  §.  Разсмотримъ  интегралъ 


I  Р  (х  0 

разумѣя  подъ  х  какое-нибудь  число  интервала  ( — з,  а),  отличное 
отъ  нуля. 

Посредствомъ  интегрированія  но  частямт>,  находимъ: 

)*/>— і)<и=  [  іг\х— о]*+ 1  Ѵ'Ѵ-о  м, 

ИЛИ 

і  {''{х — 1)(Ц  =  л/'(0)-{-  (  і('\х — іуи. 

•■'о  -о 


Тѣмъ  лее  пріемомъ  интегрированія  но  частямъ  легко  получить 
слѣдующія  равенства: 


(«==  У  ПО)  +  У>г>  -  о  <«, 

гУ?Г(4?“0  ^  =  1 . 2~ з г "(,)) + ітЫ/Ліѵ)  (г~ 
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1 . 2 . .  .‘с  -  ■ 0  -  о ~пгы^ 

-4-т-— ^ —  і  <"ЯП+1)(* — о  л. 

1  1.2... ».  іо 


+ 


Сложивъ  почленно  написанныя  равенства  и  сдѣлавъ  приведе¬ 
ніе,  получимъ: 

|Ѵч*-ОД=^(0)+1^т+гІ5Г(0)+...+  1~/-<-'(0)+ 

.  +ІЖ^ІУ’*п<*-вЛ- 

По  разсматриваемый  интегралъ  можно  вычислить  иначе.  Такъ 
какъ  при  х  постоянномъ  (1(х —  і)  =  —  ей,  то 


•Х  «  пХ  Г 

^  (\х —  І)йІ  —  —  I  [\х  —  {)(Цх— I)— — и\х — о  =А#) — 


АО). 


Сравнивая  найденныя  выраженія  опредѣленнаго  интеграла, 
получимъ  равенство: 

т -Д0)= дГ(0)+~Г(0)+. .  •+-Гх77/(П,(0)  + 


1.2...».! 


—  1)Ы. 


Отсюда  находимъ: 

IXх)  =  т  +  *Г(0)  +  ^  /‘"(0)  +  ■••  +  ~  Г(Л)  (0)  + 

+йУг”<*-^- 

Это  равенство  есть  но  что  иное,  какъ  строка  Маклорена 
(см.  форм.  116)  съ  дополнительнымъ  членомъ  въ  видѣ  опредѣ¬ 
леннаго  интеграла. 

Преобразуемъ  выраженіе  дополнительнаго  члена,  приложивъ 
къ  интегралу,  черезъ  который  оно  выражается,  теорему  о  сред¬ 
немъ  значеніи  интеграла  (§  159,  тсор.  5).. 
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Обозначивъ  черезъ  р  число,  удовлетворяющее  условіямъ 
1  можно  представить  дополнительный  членъ  строки 

Маклорена  въ  слѣдующемъ  видѣ: 


Д 


П  +  1 


^ — і  <я-р+і/,(«+5>(аг  —  и.ір-'чи. 

1.2.  .  .  П  ^0 


Но  указанной  теоремѣ  находимъ: 

П+1  1.2 _ 


или,  положивъ  1  —  0  =  О, 

(1  —  б)"-Р+1/’(п+1)  (0х)  .  ІСП  +  1 


Д»+1  = 


1 .2. . .  .Л.^р 


;  0  <  о  <  і . 


Это  выраженіе  дополнительнаго  члена  принадлежитъ  Шлемилъху 
(ЗсМбтіІск).  Изъ  него  при  р  =  п~\-\  получается  дополнительный 
членъ  въ  формѣ,  указанной  въ  предыдущемъ  §  и  данной  Лагран - 
оюсмъ  ( Ьаугапде ),  а  именно: 

„  _ /'(п+ц^^^п+і 

<л+1  1.2 1)  ’ 


При  /?=1  формула  Шлсмилъха  даетъ  дополнительный  членъ 
въ  формѣ,  указанной  Коши  (Списку): 


Д 


п+1 


(1 — 0)п/*О*+і)(0;с).л;п  +  1 

1.2. ...и 


§  180.  Разложеніе  въ  ряды  с*,  1.  Функція  с х  не¬ 

прерывна  для  всѣхъ  значеній  х  (§  123)  и  допускаетъ  неограни¬ 
ченный  рядъ  производныхъ,  которыя  всѣ  равны  сх  (§  130,  при¬ 
мѣръ  3).  Такъ  какъ  е Х~1  для  д;  =  0,  то  (§  178) 


х  ,  х * 


хп 


гдѣ  Д 


с*—\  4-  4-  — 4-. .  - 

1  1  ‘  1.2“  1  1 .2.  .и 


-д 


п+Г 


П+1  ■ 


>*пт1 


Безконечный  рядъ 


1.2  ..(п+  1) 


пг  X2 


§  180.  Разложеніе  въ  ряды  сх,  зіпх  и  созх. 
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есть  рядъ  сходящійся  при  всѣхъ  значеніяхъ  х  (§  173,  примѣръ  1). 

Дополнительный  членъ  Нп+1  можно  представить  въ  слѣдую¬ 
щемъ  видѣ: 

Множитель  (Рх  имѣетъ  коночное  значеніе  при  всѣхъ  значе* 
ніяхъ  х ,  множители  же  вида  х/к,  гдѣ  к  есть  натуральное  число, 
можно  разбить  на  двѣ  группы,  отнеся  въ  первую  тѣ,  которые 
больше  1,  а  во  вторую  тѣ,  которые  меньше  1  но  абсолютному 
значенію. 

Число  множителей  первой  группы  для  даннаго  значенія  х  ко¬ 
нечно,  а  число  множителей  второй  группы  неограниченно  воз¬ 
растаетъ  вмѣстѣ  съ  п  и  произведеніе  ихт»  стремится  къ  нулю. 
Поэтому 

к™  Д.+і  — °- 

п  =  оо 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ  (§  178),  что 

е4==1+гѢо+ . (117) 

При  х=1  рядъ  (117)  имѣетъ  суммою  число  с  (§  104,  прим.  3) 

Такъ  какъ  ах—  ^°^а,  то  изъ  формулы  (117)  имѣемъ: 

в»=1  -\-1ода- *  +  (Іода)* . . 


2.  Функція  зіпх  непрерывна  для  всѣхъ  значеній  х  и  допускаетъ 
неограниченный  рядъ  производныхъ  (§  130,  прим.  2).  Изъ  выра¬ 
женій  производной  п- аго  порядка  слѣдуетъ,  что  при  #  =  0  произ¬ 
водныя  четнаго  порядка  равны  нулю,  производныя  порядка  4&-}-1 
(к  натуральное  число  или  нуль)  равны  1 ,  а  производныя  порядка 
4&-[-3  равны  —  1.  Кромѣ  того  зіпх  —  0  при  #  =  0.  Поэтому  по 
формулѣ  (НО)  имѣемъ: 


х  х3  .  х5  ,  .  ..  х2п+'  .  Т1 

тх  —  ,  —  !  2  з  +  12.3.4.5  )П  1.2... (2)7+1)’^  '2"+2’ 

ГДѢ  Д Л+2  =  «я|0*  +  (»  +  1)*1-1-2- -2)»  0<»<1. 
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есть  рядъ  сходящійся  при  всѣхъ  значеніяхъ  х. 
для  сходимости  его  достаточно,  чтобы 


Дѣйствительно, 


Ііш 

п  —  со 


(— 1)" 


а;2п  +  1 


1.2. .(2м-)- 1) 


:(-1) 


П  1 


г2п  1 


1 . 2 .  .  (2п  —  1 ) 


<і; 


упростивъ  первую  часть  этого  неравэнства,  находимъ: 


X2.  ІІ1Н  гг — 77Г - г— гт<Д- 

и  =  со  2м(2«  -)-  1) 


Но  Ііш  1  /2п(2п  1)  =  0.  Слѣд. ,  предыдущее  неравенство 

71  =  00 

удовлетворяется  при  всѣхъ  значеніяхъ  х ,  и  разсматриваемый 
рядъ  при  всѣхъ  значеніяхъ  х  сходящійся. 

Дополнительный  членъ  Л2п+2  стремится  къ  нулю  при  неогра¬ 
ниченномъ  возрастаніи  и,  въ  чемъ  легко  убѣдиться  способомъ, 
указаннымъ  при  разложеніи  ех. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ  (§  178),  что 


х 

вгпх  —  ^ 


х 3  ,  хъ 

1 .273  "г  1.2.3. 4. 5 


.  .  (118) 


3.  Прилагая 
рядъ  зіпху  къ 
женіе  созх: 


разсужденія,  указанныя  при  разложеніи  въ 
функціи  созх ,  получимъ  слѣдующее  разло- 


х2  х 4 

“““‘-ТЛ  +  Г2Х4  — 


(119) 


§  181.  Приложеніе  рядовъ  (118)  и  (119)  къ  вычисленію  згпх 
и  созх .  Рядами  (118)  и  (119)  можно  воспользоваться  для  вы¬ 
численія  приближенныхъ  значеній  зіпх  и  созх  съ  любою  степенью 
точности.  Вопросъ  о  вычисленіи  значеній  тригонометрическихъ 
функцій  произвольной  дуги  сводится,  какъ  извѣстно  изъ  три¬ 
гонометріи,  къ  вычисленію  значеній  тригонометрическихъ  функцій 

положительныхъ  дугъ  меньшихъ  Поэтому  при  вычисленіи  си¬ 
нуса  или  косинуса  можно  считать  аргументъ  х  положительнымъ 
тг 

и  меньшимъ  • 

4 

Такъ  какъ  разложенія  (118)  и  (119)  для  значенія  х  въ  интер¬ 
валѣ  представляютъ  знакочередующіеся  ряды  съ  убываю¬ 

щими  членами,  то  абсолютное  значеніе  разности  между  значе* 


#  181.  Вычисленіе  зіпх  и  созх. 


247 


ніемъ  зіпх  или  созх  и  суммою  п  первыхъ  членовъ  соотвѣтствен¬ 
наго  ряда  меньше  абсолютной  величины  (п  -}-  1)-аго  члена  этого 
ряда  (§  169). 

Это  даетъ  возможность  судить  о  степени  точности  тѣхъ  при¬ 
ближенныхъ  значеній  синуса  или  косинуса,  которыя  даются  сум¬ 
мами  п  членовъ  соотвѣтственныхъ  рядовъ. 

Взявъ,  напримѣръ,  суммы 


мы  получимъ  приближенныя  значенія  зіпх  и  созх  съ  недостаткомъ 
и  погрѣшностями,  меньшими  соотвѣтственно  чиселъ: 


х й 


тг° 


1.2. 3.4. 5^  46. 1.2. 3.4. 5 
тт4 


І20<°’0,; 


X * 


1 . 2 . 3 . 4 


< 


44. 1.2.3. 4<'24<'°’1' 


§  182.  Связь  между  показательной  функціей  и  тригоно¬ 
метрическими.  Разложеніе  (117)  было  выведено  въ  предположе¬ 
ніи,  что  х  есть  дѣйствительное  перемѣнное.  Но  вторая  часть  фор¬ 
мулы  (117)  представляетъ  сходящійся  рядъ  и  въ  томъ  случаѣ, 
когда  х  есть  комплексное  перемѣнное  (§  172).  Этотъ  рядъ  прини¬ 
мается  за  опредѣленіе  показательной  функціи  въ  случаѣ  комплекс¬ 
наго  перемѣннаго.  Замѣнивъ  въ  формулѣ  (117)  х  черезъ  ;п,  гдѣ  & 
есть  дѣйствительное  число,  а  і  —  }/' — 1,  получимъ: 

_  -1  I  яЛ  .  (хіУ-  .  ,  (**)•  , 

е  -  1  +~і  +  Т2  +  •  •  ■*  ТТ27.Т»  ' 

или,  отдѣливъ  дѣйствительныя  и  мнимыя  части, 

.Г2  X 4  \  1  .  /.'•  ж3  .  .т5 

Т7і  ‘  1.2.3. 4 _ ‘  7  ‘  *  и  ~~  1.2.3“Г‘Г.2.3.4.5 

Отсюда  но  формуламъ  (118)  и  (119)  находимъ: 

СХІ  —  со$х  _|_  І8ІПХ . ( 1 20) 

Эта  формула  указывает!,  связь  между  показательной  функціей 
и  тригонометрическими  и  принадлежитъ  Эйлеру  (Еиісг). 

Посредствомъ  ея  легко  обнаружить  періодичность  показатель¬ 
ной  функціи.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  замѣнивъ  въ  ней  х  черезъ  х-\-2п, 
находимъ  равенство 

-)*•  —  с08  (х  -[-  2тт)  ізіп  (х  2тт)  —  созх  -{-  ізіпх  =  е»#, 
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показывающее,  что  прибавленіе  къ  аргументу  показательной 
функціи  числа  2ти  не  измѣняетъ  ея  значенія.  Слѣд.,  ех  есть  пе¬ 
ріодическая  функція  съ  мнимымъ  періодомъ  2ттг. 

Изъ  соотношенія  (120)  легко  получить  слѣдующія  формулы: 

Зг. 

2г  ы  —г*  2т» 

1)  в  =  г;  е  =—  1;е  =  —  г,с  =1; 

2)  о(со8у-}-г8Іпу)  ==  9  с**1 ; 


3)  С08Х = 


81ПХ=  - 


с*1 — е” я 


2г 


§  183.  Разложеніе  въ  рядъ  логариѳма.  Функція  Іодх  непре¬ 
рывна  при  всѣхъ  значеніяхъ  х  за  исключеніемъ  #  =  0  (§  124). 
Нарушеніе  ея  непрерывности  при  х  =  0  дѣлаетъ  невозможнымъ 
приложеніе  къ  ней  формулы  (116). 

Функція  Іод(1-\-х)  непрерывна  внутри  интервала  ( — 1,1)  и 
допускаетъ  неограниченный  рядъ  производпыхъ  въ  этомъ  интер¬ 
валѣ.  Поэтому  она  допускаетъ  разложеніе  по  строкѣ  Макло- 
рена  (§  178). 

Вычисляя  значенія  функціи  и  ея  производныхъ  при  х  =  0, 
находимъ: 


Нх)  —  %( 1  +  ж);  /'(0)  —  Іоді  —  0. 


Г(х)  = 


<»о<7(1  +  а-')  Й(1  -\-х) _  1 

(1(1  -\-х)  '  (ІХ  ~  1  -4-гг’  ' 


т— іі 

г<*>= 


/•(«)(х)==(-.  1)»-?  Л*>(0)  =  (— і)*-ч.2. 

Подставивъ  найденныя  значенія  коэффиціентовъ  въ  ряді>  Мак- 
лорена,  получимъ  разложеніе  1оу(1-\-х): 

пг  /у  2  /уЗ  /уп 


$  183 .  Разлооюсніе  въ  рядъ  логариѳма . 
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Безконечный  рядъ 

л»  /ѵ.2 

IV  »л.'  .  іЛ/ 

1  “2  3"  — - 

ость  рядъ  сходящійся,  если — 10==^1  (§  173,  прим.  2). 

Чтобы  узнать,  представляетъ  ли  онъ  разложеніе  Іод{\-\-х), 
обратимся  къ  изслѣдованію  дополнительнаго  члена  Ііп+1. 

Для  положительныхъ  значеній  х,  лежащихъ  въ  интервалѣ 
( — 1,1),  удобно  представить  ЛЛ+1  въ  формѣ  Лагранжа  (§  180): 


Л„+1  = 


п- \-1 


у.п  +  1 


(1  О#)"*1 


=(— і)п 


п-\- 1 


№Г< 


(0<(Г<1). 


Такъ  какъ 
при  х  >>  0 


/т  1 1  /(ю  -[-1))  =  0  при  п  =  да 


а; 

Г+0# 


<1, 


и  кромѣ  ТОГО 


ТО  для  0  <  X  <;  1 

Ііт  Дг+1  =  0. 

п  —  00 


Для  отрицательныхъ  значеній  х,  т.-е.  для  х,  заключен¬ 
ныхъ  между — 1  и  0,  возьмемъ  дополнительный  членъ  въ  формѣ 
Коши  (§  180): 


р  (1  — 0)д.( —  1)п.#п+1 

ІП  +  1  _  (1  +  0*)"+* 


(О<0<1). 


Полагая  въ  этомъ  выраженіи  х  =  —~г,  получимъ: 

(1—  0)»,(—  !)».(—  —  я  р— ОЛ" 

ІПѴУ  (1 — 0*)п+1  1  —  0-г*  [1 — 0^ 


Такъ  какъ  при  —  1<#<0  перемѣнное  я  заключается  между 
0  и  1,  то 


е  —  Ь 

1—  ъ* 


<1  и  Ііт 

п  —  со 


Поэтому  и  для  отрицательныхъ  значеній  лежащихъ  въ 
интервалѣ  сходимости  разсматриваемаго  ряда, 
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Отсюда  заключаемъ,  что  Іоу(  1  х)  въ  интервалѣ  ( — 1,1)  раз 
латается  въ  слѣдующій  безконечный  рядъ: 


/у*  /у*  &  'У*  о 


(121) 


§  184.  Вычисленіе  логариѳмовъ.  Рядомъ  (121)  можно  вос¬ 
пользоваться  для  вывода  другого  ряда,  удобнаго  для  вычисленія 
логариѳмовъ. 

По  формулѣ  (121)  при  \х\<^1  имѣемъ 

Л»  2  /у*3 


1 


3 


вычитая  этотъ  рядъ  изъ  ряда  (121),  получимъ: 

Іод(\-\-х)  —  %( 1  —  х)=1од  1 х=2  \  ^  +  "3"  +  '5  +  •••  )  ■ 

Этимъ  рядомъ  удобно  пользоваться  при  вычисленіи  логариѳ¬ 
мовъ  цѣлыхъ  чиселъ.  Пусть  Лт  есть  цѣлое  положительное  число. 
Полагая 

\  х  Л4-і 
\—х"~  N  ’ 


находимъ  х—  1  /(2-ДГ  — 1~  1).  Подставивъ  это  значеніе  х  въ  послѣдній 
рядъ,  получи  мл»: 


Іоу{1 V  1 ) — /оу  N  =  2 


(  і 


Чал  +  І  1.3*(22Г+1)*  гб*(2Лг-[-1) 

При  N  =  1  эта  формула  даетъ  /оу2: 


.(а) 


%2  =  ^-Ь  2 


З.З3 


+5Х3+--- 


Вычисляя  сумму  5  членовъ  этого  ряда,  мы  получимъ  значеніе 
Іоу2  съ  точностью  до  10  5.  Дѣйствительно,  сумма 

±.±+±.±.+  .. 

11  3"  г  13  З13  ~ 


отбрасываемыхъ  членовъ  меньше  суммы  геометрической  про¬ 
грессіи 


±.±  +  1.±-  и  • 
11  п  З13  г'"’ 


а  эта  сумма  равна  1/4.1 1 .3°  и  меньше  0,00001. 
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Выполняя  вычисленія,  находимъ : 

^  =  0,666  6СС  7 

О 

з  |з  =  0,024  С91  4 
^  =  0,001  С4С  1 
=  0,001  130  0 
-4  =  0,000  011  3 


Сумма  =  0,693  140  1 

Такимъ  образомъ  для  Іод 2  получаемъ  0,09314  съ  погрѣшностью 
меньше  0,00001  или  0,69315  съ  погрѣшностью  меньше  поло¬ 
вины  0,00001. 

Полагая  въ  формулѣ  (а)  ІѴГ  =  2,3,. ..  можно  вычислить  лога¬ 
риѳмы  3,4,...  При  этомъ  самыя  вычисленія  дѣлаются  быстрѣе, 
такъ  какъ  убываніе  члѳповъ  ряда  (а)  съ  возрастаніемъ  N  идетъ 
все  быстрѣе  и  быстрѣе. 

Зная  логариѳмы  чиселъ  при  основаніи  с  (нсперовы),  легко 
найти  ихъ  логариѳмы  при  основаніи  10  (десяти иные  или  обыкно¬ 
венные). 

Для  этого  достаточно  ноперовъ  логариѳмъ  числа  умножить  на 
1/1од10  (§  180,  разлож.  ах);  этотъ  множитель  называется  модулемъ 
системы  десятичныхъ  логариѳмовъ  относительно  системы  неперо¬ 
выхъ  логариѳмовъ. 

Обозначимъ  ого  черезъ  ]\Г.  Для  вычисленія  М  замѣтимъ,  что 
-1-  =  %10  =  Іод 5  -|-  Іод2; 

Іод2  извѣстенъ;  чтобы  найти  Іод 5,  положимъ  N—4  въ  формулѣ  (а); 
получимъ: 

2  2  2 

Іодо  Іод4  *  ^  *4“  дГдз  ”1“  5~95  •  •  • 5 

ЦГ)  =  21од2  +  [у  +  зур  +  5р  4"  •  •  • )  ’ 


или 
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Прибавляя  къ  обѣимъ  частямъ  равенства  по  /о//2,  находимъ: 

4-  = ЗМ+  {|  +  з4.+ ш +■ ■  ■  }• 

Вычисленія  приводятъ  къ  слѣдующему  результату:  М— 0,43429 
съ  точностью  до  10~б. 

§  185.  Разложеніе  въ  рядъ  Пусть  Дя)  =  (1  х)ш. 

Найдемъ  значенія  этой  функціи  и  ея  производныхъ  при  х  —  0. 

=  (1 Ч-  ^)т;  Л0)  =  1; 

Г(*) = »»(і  +  х)т~г\  ГФ)  = »«; 

Г'(х)  =  т(т  — 1)(1  -[-х)т-2;  ^"(0)  =  т(т  —  1); 


((пЦх)—т{т — 1)..(т — м-(-1)  (1— л?)т"^п;  Гп)Ф )=т(т- — 1}.  .(т — «-}— 1). 
Подставляя  эти  значенія  вт.  формулу  (116),  находимъ: 


т  .  т(т — 1) 


(14-а:)«‘=1+--.г-} — 


т(т — 1  — п-\-1) 

1.2.  .  .м 


жп+/гп4Г 


Разсмотримт,  рядъ: 


т(т—1)х2+ 


1 .2 


м(ж  — !)...(«■— » 4-1)-.  | 


Если  т  есть  натуральное  число,  то  коэффиціенты  всѣхъ  чле¬ 
новъ  его,  начиная  съ  (ш-[-2)-го,  какъ  содержащіе  множи¬ 
тель  т — т ,  равный  нулю,  обращаются  въ  нуль,  и  мы  получаемъ 
многочленъ 


і  I  т 

1+7* 


I  т(т — 1)  .  т(от  — 1) 

Г  12  х  Т---  I  !  .2. . 


..2.1 


.  т 


представляющій  разложеніе  (1-[-#)т  по  степенямъ  х  (формула  би¬ 
нома  Ньютона). 

Если  т  не  есть  натуральное  число,  то  рядъ  (а)  безконеченъ. 
Опредѣлимъ  его  интервалъ  сходимости  для  этого  составимъ  отно¬ 
шеніе  общаго  члена  къ  предыдущему: 

т(т  —  1). .  .(т —  п-\-  1)  т(т  —  1).  .  .(т  —  п Ц1  2)  п-1 

1.2. . . п  Х" :  1.2.  ..(м—1)  ХП  — 


и 


§  185.  Разлоэісепіе  въ  рядъ  (1+#)м. 
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Для  сходимости  ряда  (а)  достаточно  (§  173),  чтобы  удовлетво¬ 
рялось  неравенство: 

т~І~1 


ІІПІ 

П  =  СО 


1 


Такъ  какъ  Ііт 


т-\- 1 


1 


1  при  неограниченномъ  возраста¬ 


ніи  п,  то  это  неравенство  удовлетворяется  при  |^|<^1.  Слѣд., 
рядъ  (а)  сходящійся  для  значеній  х}  заключенныхъ  въ  интер¬ 
валѣ  ( — 1,  1). 

Чтобы  рѣшить  вопросъ  о  томъ,  представляетъ  ли  рядъ  (а) 
разложеніе  (1-{-#)т,  разсмотримъ  дополнительный  членъ  Вп+Ѵ 
взявъ  его  въ  формѣ  Коши  (§  180): 

т,  (1  —  0)"м»(т  —  1). .  .(т  —  п)  (1  +0ж)-"-"-1а;"+1 

к+1= - - гг::::;» - ’ 0<0<1- 

Представимъ  Дп  +  1  въ  видѣ  произведенія  трехъ  множителей: 
т(т  —  1) . .  .  (т  —  п)хп+1  /і  —  0\  п 


*«+і 


1.2 _ п 


і-4-о./’ 


(1  -)-  Ѳ#)"1-1. 


Но  трудно  убѣдиться,  что  рядъ,  общимъ  членомъ  котораго 
служитъ  первый  изъ  этихъ  трехъ  множителей,  т.-о. 


т(т —  1). . . (т  —  п) 

1.2.  .  .п 


хп+3, 


есть  рядъ  сходящійся  въ  интервалѣ  ( — 1,1).  Изъ  этого  слѣду  отъ, 
что  при  безграничномъ  возрастаніи  п  этотъ  множитель  стремится 
къ  нулю  (§  106). 

Такъ  какъ  0  0  1  и  рядъ  разсматривается  для  интер¬ 

вала  ( — 1,1),  то  —  1<#<С1  и  1 — 0<1+Ь.  Поэтому 


1  — і<1,  Ііт  Лт °У  — о 

1+0х  п=оо\14-0ж/  ’ 


т.-е.  второй  множитель  дополнительнаго  члена  72п+]  стремится  къ 
нулю  при  безгранично  возрастающемъ  п. 

Наконецъ,  третій  множитель,  т.-е.  (1  — в-г)’*  1,  есть  конечное 
число  при  |  х  |  <]  1  и  0  <  0  <  1 . 

Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  Ііт  ііп+1=;()  црц  п  —  оэ. 
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Рядъ  (а)  представляетъ  (§  179)  разложеніе  (1-|~#)т  въ  интер¬ 
валѣ  ( — 1,1): 

(1  +  хГ=  1  +  +  •  •  •  •  (122) 

Рядъ  (122)  называется  биноміальнымъ. 

§  186.  Геометрическія  иллюстраціи.  Уравненіе  у  —  {(х),  въ 
которомъ  хну  обозначаютъ  координаты  точки  на  плоскости, 
опредѣляетъ,  какъ  извѣстно  (§  18),  кривую.  Разложивъ  (\х)  въ 


рядъ  но  формулѣ  (116)  и  обозначивъ  сумму  первыхъ  п 
новъ  его  черезъ  у,  мы  получимъ  уравненіе 


,=Ло)+ш,+о°иь.. 


/•««о) 


1.2. 


хп 

п 


1  члѳ- 


опредѣляющео  на  плоскости  параболу  п-аю  порядка.  При  данномъ 
значеніи  х  ординаты  этой  параболы  представляютъ  приближен¬ 
ныя  значенія  функціи  /*( х ).  Вычерчивая  эти  кривыя  для  п  =  О, 
1,  2,...  и  сравнивая  для  одной  и  той  же  абсциссы  ихъ  ординаты 
съ  ординатами  кривой  у  —  ((х ),  можно  наглядно  представить  при¬ 
ближеніе  суммы  п-\-\  первыхъ  членовъ  разложенія  {(х)  къ  зна¬ 
ченію  этой  функціи,  если  абсцисса  взята  въ  интервалѣ  сходимо¬ 
сти  ряда,  и  удаленіе  ея  отъ  значенія  /*( х )  внѣ  этого  интервала*). 


Указанныя  въ  этомъ  §  параболы  называются  соприкасающимися  съ 
кривой  у  =  /{х)  въ  точкѣ  х  —  0,  у  —  /'(О);  число  п  называется  порядкомъ 
прикосновенія , 


$  186.  Геометрическія  иллюстраціи. 
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Черт.  68. 


На  чертежѣ  (67)  изображена  (см.  форм.  1 18)  синусоида  у=зіпх, 
прямая  линія  у  =  х  и  параболы: 

х 3  X 3  .  X5  х3  ,  X 5  х 7 

(1 )  У=х  Зр  (2)у  =  х  31+57;  (3)  У~х  з|  +  5|  7І’ 


О)  У  х  з|  +  7|  +  др  &)  у  —  х  з|  +  5|  7|  !  д, 

...  X3  .  X5  X7  .  Х°  Xй  |  #13 

((,)  у-х—  5І  +  _^_+^І^ ііі  +  18!* 


X3  .  X5  X7  ,  X9  Xй 


(Синусоида  вычерчена  пунктирной  линіей,  а  прямая  и  пара¬ 
болы — сплошными,  при  чемъ  параболы  перенумерованы). 
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На  чертежѣ  (68)  изображена  кривая  у=  Іоу(1  -}- х)  (толстая 
линія)  и  кривыя 


X' 


(1)  у=х\  (2)у=х—^--,(Ъ)у—х—^- (4)  у=х—  -[-  ~  — 


X2  X 3  .X4 

г; 


X2 


X 4  ,  X 5 


(5)  (в)у  =  *- 9-+Г- г+г-і- 


Пунктирныя  прямыя  выдѣляютъ  на  оси  х  отрѣзокъ,  соотвѣт¬ 
ствующій  интервалу  сходимости  ряда  (121). 

§  187.  Рядъ  Тэйлора  (Тауіог).  Воспользуемся  формулой  (116) 
для  разложенія  въ  рядъ  функціи  {(а-\-к)  перемѣннаго  Л;  подъ  а 
разумѣется  здѣсь  постоянное  число.  Для  этого  найдемъ  произ¬ 
водныя  этой  функціи  но  к: 

(1{(а-\-к) й( (а  к)  сІ(а  -|-  к) „  ь, 

сік  (1{а-\-к)  іік  '  1 

(Ща  +  к)  і1{\а-\-к)  Я(а-\-  к)  _  ^  ,  /ѵ 

*//**  <1(а  +  к)  ‘  <ік  М 1  >' 


При  к  =  0  функція  и  ея  производныя  имѣютъ  соотвѣт¬ 
ственно  значенія:  /‘(и),  /г(а)>  ГХа)>-- 


Разложеніе  (116)  принимаетъ  слѣдующій  видъ: 


/'(«  к) : 


:/•(«) +ф  А- 


№ 

1.2 


*2+. 


Лп)(а) 

1.2...* 


А*  -!-  7і 


п4  1  * 


(123) 


Эта  формула  извѣстна  подъ  именемъ  строки  или  ряда  Тэйлора . 
Она  даетъ  возможность  разлагать  функцію  по  возрастающимъ 
степенямъ  приращенія  перемѣннаго,  когда  это  послѣднее  измѣ¬ 
няется  отъ  нѣкотораго  опредѣленнаго  значенія  а.  Лп+1  есть  до¬ 
полнительный  членъ  строки  Тэйлора.  Соотвѣтственно  тремъ  фор¬ 
мамъ  дополнительнаго  члена  строки  Маклорѳна,  указаннымъ  въ 
§  179,  мы  имѣемъ  три  слѣдующія  формы  дополнительнаго  члена 
строки  Тэйлора: 


( і  —  0)п-і»  + 1  /Чп + 1)  (д  0А)  Дп + 1 

1”+1  1.2 .  . .  .п.р 


(  Шлсмилъхъ ), 


/%(«+і)(а  +  0А)Ап+1 

7‘»+і=  1.2. ..(»'+ 1) 


(Лагранжъ ), 


(а  4"  0А)А*н  1 

^п+і ^  1.2...М 


(  Коши); 
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Щ  Щ,  ІЩ  Рядъ  Тэйлора'. 


во  всѣхъ  этихъ  формулахъ  0  обозначает!,  число,  заключенное 
между  0  и  І,  но  но  одно  и  то  же  во  всѣхъ  трехъ  формулах!.. 

Условія  возможности  разложенія  функціи  /\х)  въ  рядъ  Тэй¬ 
лора  получаіотся  изъ  условій,  указанныхъ  въ  §  179.  Если,  какъ 
это  требуется  для  формулы  (116),  функція  перемѣн¬ 

наго  к  непрерывна  и  допускаетъ  рядъ  послѣдовательныхъ  произ¬ 
водныхъ  до  (ц-|-1)-аго  порядка  включительно  для  значеній  к  въ 
интервалѣ  ( — а,  а),  то  функція  /*( х )  перемѣннаго  х  обладаетъ 
тѣми  же  свойствами  въ  интервалѣ  (а  —  а,  а-|-а). 

Наличность  этихъ  свойствъ  функціи  Д х )  является  условіемъ 
возможности  ея  разложенія  по  формулѣ  (123). 

Если  /*(. х )  допускаетъ  неограниченный  рядъ  производныхъ  и 
дополнительный  членъ  Нп+Х  стремится  къ  нулю  при  неограни¬ 
ченномъ  возрастаніи  и,  то  формула  (123)  даетъ  разложеніе  ((а-\-1г) 
въ  безконечный  рядъ. 

Рядъ  Маклорена  даетъ  возможность  изучать  измѣненія  функціи 
при  значеніяхъ  перемѣннаго,  смежныхъ  съ  нулемъ ,  а  рядъ  Тэй¬ 
лора — при  значеніяхъ  перемѣннаго,  смежныхъ  съ  а. 

§  188.  Рядъ  Тэйлора  для  функціи  двухъ  перемѣнныхъ. 
Распространимъ  рядъ  (123)  на  функцію  двухъ  независимыхъ  пе¬ 
ремѣнныхъ.  Пусть  /X х ,  у)  есть  функція  двухъ  независимыхъ  пе¬ 
ремѣнныхъ  х  и  ?/,  непрерывная  въ  извѣстныхъ  интервалахъ  отно¬ 
сительно  каждаго  изъ  нихъ  и  допускающая  частныя  производныя 
до  (ю-|-1)-го  порядка  включительно.  Задача  заключается  въ  томъ, 
чтобы  разложить  функцію  Дд:  -{- А,  ?/-(-&)  въ  рядъ  но  степенямъ 
приращеній  Іі  и  1с. 

Положивъ 

$  Ы, 


будемъ  разсматривать  функцію  ДЕ,  Г|),  какъ  функцію  ц(1)  пере¬ 
мѣннаго  і ,  считая  дг,  у,  к  и  1с  постоянными.  Къ  функціи  ъ(і) 
одного  перемѣннаго  приложимъ  формулу  (116);  получимъ: 


*'(°)  ,  ,  ^(оу 


<р<*>(0) 


<р(»+М(010 


<»+!;  О  <  Г»  <  1 


...  (а) 


Вычислили,  коэффиціенты  этого  ряда.  Для  этого  напишемъ 
сначала  произнодныя  функціи  ъ{1)  (см.  §  139): 


-*'(0= 


йі.діхь, 
'  <11  '  Щ 


Г,)  <Іт,  О АЗ.  Г,) 

’  ,Н~  дІ  От, 


Дифф.  и  интегр.  исчисленія. 


17 
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Разсматривая  выраженія  <р"(0  и  <р"'(2),  легко  замѣтить  ихъ  ана¬ 
логію  съ  извѣстными  разложеніями  квадрата  и  куба  суммы  двухъ 
чиселъ.  Пользуясь  этой  аналогіей,  можно  представить  и 

ц"\1)  слѣдующими  символическими  формулами: 


при  употребленіи  которыхъ  слѣдуетъ  помнить,  что  послѣ  возве¬ 
денія  въ  квадратъ  или  кубъ  символическаго  двучлена  слѣдуетъ 
къ  символамъ  приписать  отдѣленный  отъ  пихт»  аргументъ  /*(3,  *)). 

Для  производной  ср <">(/)  указаннымъ  путемъ  получимъ  слѣ¬ 
дующее  символическое  выраженіе: 


Обращаясь  теперь  къ  значеніямъ  функціи  ц(1)  и  ея  производ¬ 
ныхъ  при  2=0,  замѣтимъ,  что  при  2=0  перемѣнныя  $  и  Г|  обра¬ 
щаются  соотвѣтственно  въ  х  и  т/,  а  такъ  какъ  въ  функцію  ДЗ,  Т|) 
перемѣнныя  3  и  г4  входятъ  совершенно  такъ  же,  какъ  х  и  у  въ 


Разложеніе  (а)  принимаетъ  видъ: 


,«)=/■<*,  »>+  ( '» »>•!  +  (*  7І  +  І))  +  - 


что 


Полагая  въ  этомъ  разложеніи  2=1  и  принимая  во  вниманіе, 


<?  188.  Рядъ  Тэйлора  Оля  функціи  двухъ  перемѣнныхъ.  25и 


находимъ: 


Л*+А,  У-\-ЪУ={(х,  У)  +  ^ У)  +-  ^2  {и 


гдѣ  1іп+1  представляетъ  результатъ  подстановки  х -\ -Й//,  у-|-93Л 
вмѣсто  х  и  у  въ  выраженіе 


при  чемъ  0  <1 0  1 ,  0  <  03  <  1 . 

Формула  (124)  представляетъ  рядъ  Тэйлора  для  функціи  двухъ 
перемѣнныхъ. 

Указаннымъ  способомъ  можно  распространить  рядъ  Тэйлора 
и  на  функціи  съ  большимъ  числомъ  независимыхъ  перемѣниыхъ. 


Упражненія 


1.  Доказать  сходимость  рядовъ: 


(и  +  1)(м  +  2)..  2  п 


1.2.3. .У 


+  .  • 


2.  Доказать  расходимость  ряда,  обилій  членъ  котораго  есть  (п  +  1  )/(п?  "Ь  1  ■  • 

3.  Найти  условія  сходимости  рядовъ: 


Ь3.5  х2 
2.4.6  *  7  ' 


(1)  1  4-  2.Г  +  З.Х-2  +  .  .  +  ПХ*  ~  1  +  . . . 


Ото.  а)  |  х  |  <  1;  Ъ)  |  х  |  <  1;  с)  |  х  ]  <  1;  |  #  |  <  *• 


4.  Зная }  что  для  |  х  |  <  1 


найти  разложеніе  (1  — а?)“2 3. 
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5.  Зная,  что  для  х*  <  1 


Г^гр-1  + 


найти  разлоэ/сеніе  агеіапх. 


С.  Разложить  въ  рядъ 


у/ 1  —  X* 

7.  Разложить  въ  рядъ  агезіпх. 

( Отв .  см.  упр.  3,  Ъ). 

8.  Разложить  въ  рядъ  (1  х)~ построить  графикъ  этой  функціи  и 

сравнить  его  съ  параболами: 

у  =  1  —  х  +  я?2;  у  =  1  —  х  +  х2  —  а*3;  у=  1  —  х  +  я*2  —  а-з  +  х 

9.  Вычертищь  графикъ  соях  и  сравнить  его  іъ  параболами: 

X2  Я72  ,  а?4  X 6 

У=1~ѵ}  У=1-2І  +  4!:  -^=  1  —  2!  +  4  *  — 6  !' 

10.  При  помощи  ряди  (112)  найти  |3/120  съ  точностью  до  Г>-го  десятич¬ 
наго  знака. 

Отв.  5.01329. 


ГЛАВА  XVIII. 

Нѣкоторыя  приложенія  теоріи  рядовъ.  Неопредѣленныя  выра¬ 
женія.  Махіта  и  тіпіта  функцій.  Способъ  Ньютона  для  при¬ 
ближеннаго  вычисленія  корней  алгебраическаго  уравненія.  Инте¬ 
грированіе  при  помощи  безконечныхъ  рядовъ. 


§  189.  Неопредѣленныя  выраженія.  Неопредѣленными  пазы- 
каются  выраженія  слѣду юіцихъ  Видовъ: 


О  00 
о’  оо 


>  00  —  00,  0°,  00°,  1 


00 


Полученіе  одной  изъ  этихъ  формъ  при  вычисленіи  значенія 
функціи  для  х=а  показывает^  только  то,  что  функція  не 

вполнѣ  опредѣлена.  Но  если  поставлено  требованіе,  чтобы  функція 
ср(дг)  была  непрерывна  при  х  =  а  (§  16),  то  появленіе  неопредѣ¬ 
леннаго  выраженія  въ  качествѣ  ея  значенія  при  х  =  а  показы¬ 
ваетъ,  что  нужно  обратиться  къ  изысканію  ея  предѣльнаго  значе¬ 
нія,  когда  х  стремится  къ  а  (§  103). 
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Пріемы  рѣшенія  этой  задачи  весьма  разнообразны  *).  Въ 
слѣдующемъ  §  изложенъ  пріемъ,  извѣстный  подъ  названіемъ 
«правила  ѴНозрііаТя*  и  примѣнимый  во  многихъ  случаяхъ. 

§  190.  Неопредѣленныя  выраженія  вида  ~.  Пусть  имѣемъ 

дробь  /'(ж)  /  Щх),  числитель  и  знаменатель  которой  обращаются 
въ  нуль  при  х=а.  Требуется  найти  Ііш  1%(х)/Ъ\х)  при  х  =  а. 

Полагая  х  —  а к  и  предполагая  возможность  разложенія 
функцій  і\х)  и  .І\х)  въ  рядъ  Тэйлора  (§  187),  находимъ: 


/'(«  4- }і) 


№  +  М'(а)  4-  ~  /•"(«)  +  -  . 
1Ха)  +  кГ(а)+^Г"(а)  +  .. 


Такт,  какъ  по  предположенію  [(а)  =  0,  0,  то  правую 

часть  написаннаго  тождества  можно  сократить  на  А,  послѣ  чего 
получимъ: 


/•(0-М) 

Р(а-\-}і) 


/»4- /з /»  +  ••• 


Отсюда  черезъ  переходъ  къ  предѣлу  при  Л=0,  находимъ: 

Нт  /4»  4-  к)  _У'(а) 

А["0ІХа+к)  Р(аУ 

т.-е.  предѣльное  при  х  —  а  значеніе  отношенія  {(х)/Р(х)  двухъ 
функцій ,  обращающихся  въ  нуль  при  х=а,  равно  отношенію  значеній 
производныхъ  этилѣ  функцій  при  х=а.  Въ  этомъ  и  состоитъ  пра¬ 
вило  ѴНозрііаѴ  я“. 

Если  одно  изъ  чиселъ  { \а )  и  Р\а)  отлично  отъ  нуля,  то 
послѣднее  равенство  рѣшаетъ  задачу;  если  же  /'(а)= 0  и  Р'(а)= 0, 
то  отношеніе  первыхъ  производныхъ  нужно  замѣнить  отношеніемъ 
Г(а)/Р"(а)  вторыхъ  производныхъ  и  т.  д. 

Примѣръ  1.  Дробь 

X  —  (: П  1  )ХП  + 1  4"  ПХП  +  2 

О-Х)2 


)  См.  §  104  п  гл.  X  настоящаго  курса. 
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при  х—1  даетъ  неопредѣленное  выраженіе  вида  ^ .  Найти  ея  пре¬ 
дѣльное  значеніе  при  х—1.  Примѣняя  правило  ГНозрМаѴя,  на¬ 
ходимъ: 

х  —  (п  4-  1)*Л+1  4“ пхпЛ  2  ]•  1  —  (п  4"  1  )2хп-\-п(п  2).гп+1 

2(і  х)  • 

Числитель  и  знаменатель  дроби,  стоящей  во  второй  части 
этого  равенства,  обращаются  въ  нули  при  х=\.  Поэтому  снова 
примѣняемъ  правило  ГІІоврііаѴ я: 

1 — (п-\-1)2хп-\-п(?і-\-2)хп+Л  ..  — п(п^\)2хпЛ^п(гі^\)(п^2)хЛ 

ч  2(1  х)  “Л  2 

Правая  часть  этого  равенства  равна  п(п-\-1)/2.  Слѣд., 
х — (п  ~|~  1  )хп + 1  пхп + 2 _  _  п(п  4- 1 ) 


Ііш 

Хг=1 


Примѣръ  2.  Ііш 


х—0  1 


•  =1іш 


2х 


Къ  тому  же  результату  можно  придти  и  другимъ  путемъ. 
Разлагая  совтх  въ  рядъ  (форм.  119),  находимъ: 


1  — С087ПХ—1 


/  т2х2 

Л  ГГ' 


пі*х* 


1  .  2 . 3.4 


\ _ т2х2  /  т2л?2  .  \ 

”7  П2~11—  ЗТ4+*  у* 


Поэтому 

Ііш 


Xй  _ 1  •  х& 

™ о  1  -  штх  п№[  ,  \ 

2  I 


м2 


00 

§  191.  Неопредѣленныя  выраженія  вида  — .  Если  числитель 

и  знаменатель  дроби  і\х)!Ъ\х')  обращаются  въ  ОО  при  х  =  а,  то 
значеніе  дроби  представляется  неопредѣленнымъ  выраженіемъ 

Чтобы  найти  предѣльное  значеніе  этой  дроби  при  х=а,  за¬ 
мѣтимъ,  что  можно  преобразовать  данную  дробь  слѣдующимъ 
образомъ: 

1 

т 


1\х) 


ш 

і 

а  г) 


§  191 .  Неопредѣленныя  выраженія  вида 


203 


Числитель  и  знаменатель  послѣдней  дроби  обращаются  въ  нуль 
при  х=а.  Примѣняя  правило  ѴНозріІаѴя ,  находимъ: 


Л*) 


л  ад 


=1іш 

х=а 


т  ,  г(*)\1ітт  г1ішмі8 
№)?  ■  т*пш  і  Л  ад-  [Л«  ад] 


Если  искомое  продѣльное  значеніе  есть  число  конечное,  то 
изъ  предыдущаго  равенства  черезъ  сокращеніе  на  искомый  пре¬ 
дѣлъ  находимъ: 


НШ  М: 

х=а  ад 


т.-е.  получаемъ  снова  правило  ѴНозріІаѴя. 

Если  предѣльное  значеніе  дроби  /\х)/Р(х)  есть  нуль,  то  ука¬ 
заннаго  выше  сокращенія  сдѣлать  нельзя;  нельзя,  слѣд.,  сдѣлать 
и  слѣдующаго  за  нимъ  вывода.  Замѣнима,  въ  этомъ  случаѣ  дан¬ 
ную  дробь  /'(х)/1Г(х),  предѣльное  значеніе  которой  при  х=а,  по 
предположенію,  равно  нулю,  дробью  |/(л?)-[- АЩх)]/1?(х),  получен¬ 
ной  черезъ  прибавленіе  къ  данной  дроби  произвольнаго,  нерав¬ 
наго  нулю  числа  А . 

При  х=а  эта  дробь  обращается  въ  неопредѣленное  выраженіе 

~~  ,  но  предѣльное  значеніе  ея,  какъ  нетрудно  видѣть,  равно  А. 

Поэтому  къ  ней  можно  приложить  правило  Г  НозрііаГя.  Сдѣлавъ 
это,  находимъ: 


1іпі 

х=а 


№  +  ЛР(х)  /»  +  АР(х)  _ 


Ъ\х) 


-ІІ1И  ■ 

х=а 


1<\х) 


=  1іш 


Отсюда  находимъ,  что  и  въ  этомъ  случаѣ 


Ніи 

х—а 


К*) 


Ііш 


/» 


Р(х)  X  =а  ^(*)  ’ 


Наконецт.,  когда  продѣльное  значеніе  дроби  /'(х)/1''(х)  равно  ОО, 
то,  замѣтивъ,  что  въ  этомъ  случаѣ  Ііш  1<(х)К(х)  =  0,  по  преды¬ 
дущему  имѣемъ: 


Ііш 

х=а 


ад=1ішад. 

№  хТа  ад’ 


отсюда  получимъ  прежнее  соотношеніе: 

......  т  ......  ад 
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Примѣръ.  Дробь  С6І20ГІСОІХ  при  х  =  0  даетъ  неопредѣленное 

оо; 

выраженіе  — .  Поступая  но  правилу  ѴНозрИаШ я,  находимъ: 


Пт 


00 

соі2х  . .  [ 

■  =  Нт/ 


соіх 


\ 


8ІП2  2х 


— -1— 1  =2  11т  \А^У=~ 
81П2Х\  х==0  \^81П2х  I  2 


§  192.  Неопредѣленныя  выраженія  видовъ  оо —  00,  О.оо, 

со. 

0°,  00°,  1  Неопредѣленныя  выраженія  указанныхъ  въ  загла¬ 
віи  §  пяти  видовъ  приводятся  къ  разсмотрѣннымъ  выше  видамъ: 

О  00 

О  00 

а)  Функцію  у(х),  доставляющую  при  х=а  выраженіе  СО — 00, 
можно  представить  слѣдующимъ  образомъ: 


<р(я)  = 


1 


1 


Щх)'—Т(х) 


і\х)  Р(х)  і\х).1\ху 


при  чемъ  /’(«)  — 0,  Г(а)  =  0.  Послѣдняя  дробь  при  х'=а  даетъ 
О 

выраженіе  вида  . 

b)  Функцію  доставляющую  при  х=а  выраженіе  вида  0.00, 
можно  представить  въ  видѣ  дроби  і\х)!Р(х),  въ  которой  /*(.г)  и 
Р(х)  при  х=а  обращаются  либо  обѣ  въ  нуль,  либо  обѣ  въ  оо. 

c)  Функцію  у(х),  доставляющую  при  х=а  одно  изъ  выраженій 

оо. 

0°,  00°,  1,  можно  представить  слѣдующимъ  образомъ: 

у(х)  =  [Г(х)]/Г(х), 

при  чемз,  для  перваго  случая  Р(а)= 0,  /'(«)= 0;  для  второго  Р(а)=СО, 
/■(«)  =  0;  для  третьяго  {'(а)~со. 

Взявъ  логариѳмъ  ц(х),  найдемъ: 

Іоду(х)  =  { (х) .  ІодГ(х). 

Во  всѣхъ  трехъ  случаяхъ  значеніе  Іоду(х)  при  х  —  а  даетъ 
неопредѣленное  выраженіе  вида  О.оо,  которое,  по  предыдущему, 

О  00 

приводится  къ  виду  —  или  — . 


ттх 


Примѣръ  1.  Ііш  (1 — х)іап—=  Ііиі 
х~  1  *  1  аг— 1 


ТТХ 

( 1—Х )  8ІП-^ 


С08 


ТТХ 
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—  1іт  зт  .  ііт — - =ііш  = 

у —  і  ^  — і  ТГі47  /у» — і  ТТХ  ТГ 

аг— 1  л — і  соз  а?~1С05-г- 

м  и 

2.  Функція  при  #  =  0  принимаетъ  значеніе  0°.  Найдемъ 
предѣльное  значеніе  логариѳма  этой  функціи  при  х=0: 

Іоухх  —  хІоух\ 

=0. 

Слѣд.,  Ііт  хх  =  1. 

х=о 

§  11)3.  Махіта  и  тіпіта  функцій  одного  перемѣннаго.  Въ 
§132  было  доказано,  что  если  непрерывная  функція  /\х)  при 
х  =  а  достигаетъ  наибольшаго  или  наименьшаго  значенія,  то  ея 
производная  /' \х )  обращается  въ  нуль  при  х  —  а,  такъ  что  усло¬ 
віе  Г  (а)  =  0  является  необходимымъ  признакомъ  существованія 
тахітит  или  тіпітит  функціи  /’(я)  при  х=а.  Для  вывода  доста - 
точныхъ  признаков!»  существованія  тахітит  или  тіпітит  и 
признаковъ,  по  которымъ  можно  было  бы  аналитически  разли¬ 
чать  случаи  тахітит  и  тіпітит ,  воспользуемся  разложеніемъ 
функціи  въ  рядъ  Тэйлора  (§  187). 

Пусть  послѣдовательныя  производныя  функціи  /\х)  до  произ¬ 
водной  (п — 1)-аго  порядка  включительно  при  х=а  равны  нулю,  а 
производная  н-аго  порядка  отлична  отъ  нуля: 

Г(а)  =  0;  /»  =  0;..;  /’(п-і)(а)  =  0;  /'<»)(«*)  =^0. 


..  Іоах  ..  . 

Ііт  | [хіодх]  =  Ііт  -гт-;—  Ііт  ( — х 
х==і  хт=.о  *!х  х=-0 


Но  формулѣ  (123)  при  этихъ  условіяхъ  имѣемъ: 

/•(«  -I-  А) =/'(«) +~Л")(«) +-^^-)-|/Чп+ ])  (<?+ в  А) ,  0  <  »  <  1 . 


Отсюда  находимъ  разность  /*(«-[-  А) — І\х)\ 

/•(«  +  П)  —  Г(а)  —  й[^(«)4^^»(«+в*)]. 

Если  при  х—а  функція  {(х)  имѣетъ  тахітит ,  то  первая  часть 
этого  равенства  должна  быть  отрицательна  для  достаточно  ма¬ 
лыхъ  но  абсолютной  величинѣ  значеній  А,  какъ  положительныхъ, 
такъ  и  отрицательныхъ;  въ  случаѣ  же  тіпітит  функціи  при  х=а 
первая  часть  равенства  должна  быть  положительна  для  указан- 
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ііыхъ  значеній  А  (§  132).  Отсюда  слѣдуетъ,  что  въ  случаѣ  тахі- 
тит  или  тіпітит  функціи  при  х—а  знакъ  разности  /* (а— |— Л) — /*(а) 
не  зависитъ  отъ  знака  А.  Вторая  часть  этого  равенства  показы¬ 
ваетъ,  что  это  требованіе  выполняется  только  въ  томъ  случаѣ, 
когда  п  есть  четное  число.  Дѣйствительно,  второй  множитель 
второй  части  равенства  при  достаточно  малыхъ  по  абсолютной  вс - 
личинѣ  значеніяхъ  1і  имѣетъ  знакъ  перваго  члена,  т.-о.  (а); 

первый  же  множитель,  т.-е.  Лп/ю!  при  п  четномъ  положителенъ. 
Слѣд.,  знакъ  разности  і\а-\-к) — /( а )  но  зависитъ  отъ  знака  А  и 
совпадаетъ  съ  знакомъ  (а). 

Такимъ  образомъ  мы  приходимъ  къ  слѣдующему  правилу  для 
нахожденія  тахітпт  или  тіпітит  функціи  {(х)\  взявъ  первую 
производную  функціи  {(, х ),  приравниваемъ  ее  нулю;  рѣшивъ  по¬ 
лученное  такимъ  образомъ  уравненіе  ( \х )  ==  0,  мы  находимъ  тѣ 
значенія  х,  при  которых?»  функція  /*(. х )  можетъ  имѣть  тахгтит 
или  тіпітит.  Пусть  х=а  ость  одинъ  изъ  корней  этого  уравне¬ 
нія.  Подставляем?,  а  вмѣсто  х  во  вторую,  третью  и  т.  д.  произ¬ 
водныя  функціи  і\х)  до  тѣхъ  поръ,  пока  не  получимъ  результата, 
отличнаго  отъ  нуля. 

Если  первая  изъ  производныхъ  функціи  Г(х),  не  обращающихся 
въ  нуль  при  х=а ,  окажется  четнаго  порядка,  то  функція  имѣетъ 
тахітпт  или  тіпітит ;  тахгтит  въ  томъ  случаѣ,  когда  значеніе 
при  х=а  этой  производной  отрицательно ,  п  тіпітит ,  когда  оно 
положительно.  Если  же  первая  изъ  производныхъ,  но  обращаю¬ 
щихся  въ  нуль  при  х—а ,  окажется  нечетнаго  порядка,  то  при 
х=а  функція  {(х)  не  имѣетъ  ни  тахітпт ,  ни  тіпітит.  Указан¬ 
ное  изслѣдованіе  нужно  произвести  для  каждаго  изъ  действи¬ 
тельных?,  корней  уравненія  (\х)= 0  *). 

Примѣръ.  Найдемъ  тахітпт  и  тіпітит  функціи: 

!\х)  =  ІО#7  —  42#5  -|-  35#4  -р  9. 

Находимъ  (\х)  и  приравниваемъ  ее  нулю: 

Г(х)  =  70#3(#з  _  з#-}-2)  =  0. 


Корни  этого  уравненія  суть:  хх=х2=х3=0:  #4=#3=1;  л*6== — 2. 
Составляемъ  вторую  производную  функціи 

Г(х) = 4  2 0 (#5  _  2#з  х  2) . 


*)  Рѣшеніе  задачи  о  тахіта  и  тіпіта  функціи  двухъ  перемѣнныхъ 
см.  въ  болѣе  подробныхъ  курсахъ  анализа,  наир.,  въ  курсѣ  А.  К.  Власова: 
„Высшая  математика" ,  т.  11. 
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Полагая  х— — 2,  находимъ:  /’( — 2)= — 5040.  Отсюда  заклю¬ 
чаемъ,  что  при  х= — 2  функція  /’(*)  имѣетъ  тахітит. 

Для  х—1  имѣемъ:  Составляемъ  третью  производную: 

(х)  —  420(5*4  -  6*2  +  2х). 

Такъ  какъ  /ѵ"(1)  =  420,  то  при  х=1  функція  Г(х)  не  имѣетъ 
ни  тахітит,  ни  тіпітит. 

Для  *— .0  имѣемъ:  /ѵ'(0)=0,  /ѵ,'(0)~0.  Составляемъ  четвертую 
производную: 

ЛІѴ)  (^)  —  840(1 0*п —  6*  -{-  1). 

Такъ  какъ  (0)  =  840,  то  при  *  =  ()  функція  /*(*)  имѣетъ 

тіпітит. 

§  104.  Приближенное  вычисленіе  корней  алгебраическаго 
уравненія  (способъ  Ньютона). 

При  рѣшеніи  алгебраическаго  уравненія 

=  °  •  •  _  *  •  • 

иногда  бываетъ  нужно  найти  приближенное  значеніе  его  корня  х0, 
зная,  что  этотз»  корень  простой  (§  151)  и  содержится  между  числами 
а  и  Ъ.  Для  рѣшенія  этой  задачи  Ньютонъ  (Ксісіоп)  воспользо¬ 
вался  рядомъ  Тэйлора  и  указалъ  способъ,  носящій  его  имя  и 
усовершенствованный  затѣмъ  Фурье  (Роигіег). 

Пусть  а  и  Ь  два  числа,  между  которыми  лежитъ  одинъ  только 
корень  уравненія  (а).  Для  опредѣленности  положимъ,  что  а<^Ь, 
и  что,  слѣд.,  а<^х0<^Ь. 

Если  *  и  у  принять  за  координаты  точки  на  плоскости,  то 
уравненіе  у^=((х)  опредѣлитъ  кривую  (§  18),  а  абсциссы  точекъ 
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пересѣченія  ея  съ  осью  х  представляютъ  дѣйствительные  корни 
уравненія  (а)  (§  10).  Эта  кривая,  по  предположенію,  имѣетъ  одну 
только  точку  пересѣченія  съ  осью  х  въ  интервалѣ  (а,  Ь).  Поэтому 
значенія  ея  ординатъ  {{а)  и  Д< Ь )  для  концовъ  интервала  имѣютъ 
противоположные  знаки.  Допустимъ,  кромѣ  того,  что  въ  интер¬ 
валѣ  ( а ,  />)  функція  {(х)  измѣняется  монотонно,  т.-е.  или  постоянно 
возрастаетъ,  или  постоянно  убываетъ,  и  что  въ  этомъ  интервалѣ 
нѣтъ  точекъ  перегиба  (§  134)  кривой.  Аналитически  два  послѣд¬ 
нія  условія  сводятся  къ  тому,  что  въ  интервалѣ  (а,  Ь)  первая  и 
вторая  производныя  Г(х)  и  Г\х)  отличны  отъ  нуля  (§§  131  гі 
слѣд.). 

Пусть  всѣ  перечисленныя  условія  выполнены,  и  найдено,  что 

/'(«)  <  0;  т  >  0; 

и  Г(х)^>0  для  всѣхъ  значеній  х  въ  интервалѣ  '(а,  6).  Рас¬ 
положеніе  кривой  у=^{(х)  въ  интервалѣ  (а,  Ь)  указано  на  чер¬ 
тежѣ  69  (см.  §  134),  гдѣ  ОК  =  а ,  ОМ=х0,  ОЬ  =  Ь ,  КА  ==/'(а), 

х-в=Г(Ъ). 

Каждое  изъ  чиселъ  а  и  6,  между  которыми,  но  условію,  ле¬ 
житъ  только  одинъ  корень  х0  уравненія  (а),  можно  разсматривать, 
какъ  первое  приближеніе  искомаго  корня.  Возьмемъ  то  изъ  нихъ, 
для  котораго  значенія  {(х)  и  /‘"(.г)  имѣютъ  одинаковые  знаки.  Въ 
нашемъ  случаѣ  это  число  ость  Ь. 

Такъ  какъ  Ъ  но  есть  корень  х0  уравненія  (а),  то  внесемъ  по¬ 
правку,  предположивъ  [— Л,  гдѣ  к  есть  неизвѣстное  число, 

малое  по  абсолютному  значенію,  если,  какъ  это  обыкновенно 
бываетъ  на  практикѣ,  числа  а  и  Ь  достаточно  близки  другъ 
къ  другу. 

Подстановка  Ь-\-к  вмѣсто  х  въ  уравненіе  (а)  даетъ: 

/•(6  +  70  =  0. 

Разложивъ  {{Ь  -\-к)  въ  рядъ  Тейлора,  получимъ  уравненіе: 

Г{Ъ)+ні\ъ)+Г  пй) +  ...=-о. 

Пренебрегая  въ  этомъ  уравненіи  членами  со  второй  и  выс¬ 
шими  степенями  к,  получимъ  для  опредѣленія  к  линейное  урав¬ 
неніе: 

Г(Ь)  +  кГ(Ь)  =  о, 

изъ  котораго  находимъ:  /<=  —  {Ф)І('Ф). 
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Внося  это  значеніе  Л  въ  сумму  й~(-Л,  получимъ  второе  прибли¬ 
женіе  корня,  которое  обозначимъ  черезъ  Ьѵ  Поступая  съ  Ь1  такъ 
же,  какъ  съ  Ъу  найдемъ  третье  приближеніе  и  т.  д. 

Изъ  геометрическихъ  соображеній  легко  убѣдиться,  что  Ь 2 
лежитъ  ближе  къ  неизвѣстному  корню  х0  и  притомъ  съ  той  же 
стороны,  съ  какой  лежитъ  6,  т.-е.  что  въ  нашемъ  случаѣ  х0<^Ь^<СЬ- 
Дѣйствительно,  составляя  уравненіе  касательной  къ  кривой  у={(х) 
въ  точкѣ  В\Ъ,  /\ Ь )],  находимъ  (§§  31,  100): 

у—№=Г‘тх—Ъ). 

Точка  N  пересѣченія  касательной  съ  осью  х  опредѣляется 
абсциссой  ОХ=Ъ  —  І(Ь)'(ГФ)  —  Такъ  какъ  эта  точка  Л7  при 

указанномъ  расположеніи  кривой  лежитъ  между  точками  Ж  и  Ь, 
то  она  ближе  къ  Ж,  чѣмъ  точка  і,  и  находится  съ  В  но  одну 
сторону  отъ  точки  Ж  Такимъ  образомъ  Ь  -}-  А  представляетъ 
приближеніе  корня  х0  съ  большею  точностью,  чѣмъ  Ь. 

Тотъ  же  методъ  въ  приложеніи  къ  числу  а ,  для  котораго 
значенія  Д. х )  и  /*"  (#)  имѣютъ  разные  знаки,  можетъ  повести  не 
къ  приближенію  къ  корню,  а  къ  удаленію  отъ  него  (см.  на 
черт.  69  точку  0. 

Но  число  а,  взятое,  какъ  первое  приближеніе  корня  х0,  можно 
исправить  другимъ  способомъ.  Хорда  АВ  при  данномъ  располо¬ 
женіи  кривой  пересѣкаетъ  ось  х  въ  точкѣ  Р,  лежащей  между 
К  и  М.  Слѣд.,  абсциссу  этой  точки  можно  взять  за  второе  при¬ 
ближеніе  корня.  Найдемъ  ея  значеніе. 

Составляя  уравненіе  хорды  АВ,  находимъ  (§  32): 


х— а  у—  /'{а) 
Ь—а  ' 


Полагая  въ  этомъ  уравненіи  у~ 0,  находимъ 


ОР  =  а  —  - 


( Ъ  —  о){(ч ) 


№)—  Л»  ’ 


Примѣръ.  Иайтн  приближенное  значеніе  того  корня  уравненія 

((х)  ==  а-3  —  4х  —  1 2  =  О, 

который  заключенъ  между  2  и  3. 

Производя  вычисленія,  находимъ: 


/’(2)  = —  1 2 < 0;  /*(3)  =3>  0;  р{х)  =  З.г2  —  4;  /*(*)  =  6ж. 


(2, 


/"(.с)  и  Г\х)  полонштелыш  для  всѣхъ  значеній  х  въ  интервалѣ 

3). 
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Принят,  за  первое  приближеніе  число  3  и  вычисляя  поправку 
А,  находимъ 

3  1г  =  3  —  А  =  3  _  0,1304  .  .==  2,86... 


Съ  другой  стороны,  принимая  за  первое  приближеніе  число 
2  и  вычисляя  поправку  къ  нему,  находимъ  слѣдующее  прибли¬ 
женное  значеніе  корня: 


2  + 


12_ 

3+12 


=  2,8. 


Отсюда  заключаемъ,  что  искомый  корень  отличается  отъ  2 , 
менѣе,  чѣмъ  на  0,1. 

§  195.  Интегрированіе  при  помощи  рядовъ.  Приложеніе 
безконечныхъ  рядовъ  къ  интегрированію  функцій  основано  на 
томт»,  что  для  вычисленія  интеграла  функціи,  представляемаго 
равномѣрно  сходящимся  рядомі»,  достаточно  почленно  интегриро¬ 
вать  этотъ  рядъ  (сравн  §  177). 

Пусть  рядъ 

»1  +  «2  +  •••  +  «.  +  •••  . . (*») 

гдѣ  и  суть  функціи  х,  есть  равномѣрно  сходящійся  вт,  нѣкоторомъ 
интервалѣ.  Обозначивъ  черезъ  {(х)  его  сумму  и  черезъ  11п  допол¬ 
нительный  членъ,  находимъ: 


а») = и, +«*+••+ «.  +  к. 


откуда  черезъ  интегрированіе  получаемъ: 

(  {(х)(1х=  \  1  (  «  ЙЯ5+І  11п<1х, 


гдѣ  а  и  Ь  суть  два  чцела,  лежащія  въ  интервалѣ  сходимости 
ряда  (м).  Такъ  какъ  рядъ  (и)  предполагается  равномѣрно  сходя¬ 
щимся,  то  (§  174),  начиная  съ  нѣкотораго  значенія  п ,  для  всѣхъ 
значеній  х  въ  интервалѣ  сходимости  имѣемъ  неравенство: 

I  К  (*)  I  <*, 

гдѣ  г  есть  произвольное  малое  число. 

Поэтому  (§  159),  если  то 

Кя(і)<іх 


<Ф~  а). 
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Изъ  этого  слѣдуетъ,  что 

Ііт  (\*е= О, 
п=^оо  и і 


и,  слѣд., 


гь  гь  гь 

/'(х)(Іх  =  \  их(1х-\-\  и2сІх-{ -... 

^  а  а  да 


Изложенную  теорему  можно  приложить  къ  вычисленію  инте¬ 
грала,  если  иодъинтегралыіая  функція  разлагается  въ  рядъ, 
равномѣрно  сходящійся  въ  нѣкоторомя,  интервалѣ. 

Пусть,  напримѣръ,  требз^ется  найти 


(  (1 — 028ІП2ф)  (ІЮ, 

.  о 


гдѣ  е*<1.  Разлагая  въ  рядъ  (1 — е28тЧ)и’  находимъ  (§  185): 

1  1  11  1.1.3 

(1 —с28іп2ц)  *=  1  —  -  с2зіп2 <р  —  2  ‘  -  е*зт4у  —  —  с*яіп6у —  ... 

Рядъ  второй  части  есть  равномѣрно  сходящійся  въ  интервалѣ 


О,  ;-).  Поэтому  (§  161) 


р-с'-»іп^У  <Ц  =  -|(  1  -  ~  с*-  ^ 


12.32.5 

22.42.62 ' 


Упражненія. 


1.  Ііт 

ж=0 


а  —  ^/а  —  хп 


па 


»- , 


л  ..  1  — 81 ПХ  4-  СОЯХ  . 

2.  Ііт  — г-— — — - =  1. 

8ш2х  —  С08Х 


х=2 


3.  Ііт 

Хг=0 

4.  Ііт 

а*=0 


8ІПХ  —  ХС08Х 1 

8ІП*Х  3* 


х  —  агент  х 

8ІП3Х 


5.  Найты  тахіпшт  и  тгпітит  функціи 

у  л  в  —  б  ах*  +  5  <7 -г3  л3,  (г/  >  0). 

Отв.  Мах.  при  х  =  а;  тін.  при  г  —  2а. 
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6.  Уравненіе 

х з  —  2, г  —  5  =  0 

имѣетъ  'корень  между  числами  2  и  2,1.  Найми  с;о  приближенное  значеніе 
съ  точностью  до  0,001.  2  094 

7.  Показать ,  ’оио 


Іа:  .  ,7*3  ,7*3 

— (ІХ  X  я  з  !  і  г». 5! 
о  х 


,/х  і»и 


3.3!  1  5.5! 

X  .1  2  —  Я2  Я*1  <7  * 


«  2ТГ  +  -ГГГ  — ■ ■•я>°'а- 

х  .  я?  —  а  ,  х2  —  а2  ,  .т3  —  а3 


(Сж.  §  158.  />). 


ГЛАВА  XIX. 

Нѣкоторыя  геометрическія  приложенія  дифференціальнаго  и 
интегральнаго  исчисленій.  Понятіе  о  двойномъ  и  тройномъ 

интегралахъ. 

(  "  **  а  '  і  4  і  ^ ' 

§  190.  Касательная  и  нормаль  плоской  кривой.  Пользуясь 
уравненіемъ  (18)  пучка  прямыхъ  и  указаніемт,  §'106  на  геоме¬ 
трическое  значеніе  производной  данной  функціи,  легко  видѣть, 
что  касательная  къ  кривой  у=({х)  въ  ея  точкѣ  (, х ,  у)  опредѣ¬ 
ляется  уравненіемъ: 


*-*-%<*-*.  •  _  V  <Ш> 

гдѣ  X  и  У  суть  текущія  координаты. 

Если  кривая  дана  уравненіемъ  /*(х,  у)  —  0,  то  уравненіе  каса¬ 
тельной  принимаетъ  слѣдующій  видъ  (§  140): 

!<х-*>+!<г-»>=° . (і24'> 


Нормалью  къ  данной  кривой  въ  данной  ея  точкѣ  называется 
прямая,  перпендикулярная  къ  касательной  въ  этой  точкѣ. 


§  197.  Длина  касательной  и  нормали. 
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Уравненіе  нормали,  соотвѣтственно  уравненіямъ  (124)  и 
(124'),  представляется  въ  одномъ  изъ  слѣдующихъ  видовъ  (см. 


ур.  18  и  17): 

Х-*  +  ||(Г-2/)  =  0, . (125) 

^-(Х-*)-!<  ?-!»  =  » . (125') 


Иногда  кривая  опредѣляется  двумя  уравненіями  вида: 

(і),  У  —  <р2(0> 

гдѣ  і  есть  нѣкоторый  параметръ .  Ясно,  что  исключеніе  этого  па¬ 
раметра  изъ  написанныхъ  двухъ  уравненій  приводитъ  къ  урав¬ 
ненію  /*(. х ,  2/)  =  0.  По  часто  бываетъ  удобнѣе  удерживать  параме¬ 
трическое  опредѣленіе  кривой  и  въ  вычисленіяхъ  пользоваться 
параметромъ  I. 

Такъ  какъ 

Лх  =  сіу  =  уЩсІІ,  2  = 

то  уравненія  (124)  и  (125)  преобразуются  для  разсматриваемаго 
случая  въ  слѣдующія: 

Х~ <Рі(0  _  Г— Фг( 0  /124-4 

<Р\(0  <р'2(0  ’ . 1  ' 

. С125") 

і\ч 

§  107.  Длина  касательной  и  нормали.  Субтангенсъ  и  суб¬ 
нормаль.  Съ  касательной  и  нормалью  данной  кривой  связаны 
нѣсколько  отрѣзковъ,  кото¬ 
рыми  приходится  пользо¬ 
ваться  при  изученіи  кривой. 

Эти  отрѣзки  слѣдующіе:  отрѣ¬ 
зокъ  МТ  касательной  отъ 
точки  М  кривой  до  точки  Т 
пересѣченія  ея  съ  осью  х 
(черт.  70);  этотъ  отрѣзокъ 
называется  касательной  и  обо¬ 
значается  черезъ  Т\  проекція 
ТР  касательной  Т  на  ось  х\ 
отрѣзокъ  ТР  называется  суб - 
тангенсомъ  и  обозначается 
черезъ  отрѣзокъ  ІІ/хѴ  нор- 

Дифф.  и  интегр.  исчисленія. 
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мали  отъ  точки  31  кривой  до  точки  N  пересѣченія  ея  съ  осью  х; 
онъ  называется  нормалью  и  обозначается  черезъ  Аг;  проекція  РЛТ 
нормали  N  на  ось  х\  отрѣзокъ  РіѴ  называется  субнормалью  и 
обозначается  черезъ  8п. 

Отрѣзки  Т,  ІѴ',  5,  и  5П  весьма  просто  выражаются  черезъ 
ординату  у  точки  31  и  ея  производную  у' .  Дѣйствительно,  замѣ¬ 
тивъ,  что  Іап  /  РТМ  =  ?/  (§  106),  изъ  прямоугольныхъ  треуголь¬ 
никовъ  ТРЗІ  и  КР31  находимъ: 

ЯІ=Д;  8п  =  і ,У;  Г=  ѴГНЛ;  N=^1+7^- 

V  і/ 

§  108.  Длина  дуги  кривой.  Для  выясненія  того,  что  раз¬ 
умѣется  подъ  длиной  дуги  данной  кривой,  можно  употребить 

пріемъ,  аналогичный  указан¬ 
ному  въ  §  144. 

Пусть  имѣемъ  кривую, 
опредѣляемую  въ  прямоуголь¬ 
ныхъ  координатахъ  уравненіемъ 
у=/*(х),  при  чемъ  {(х)  обозна¬ 
чаетъ  функцію,  непрерывную 
вмѣстѣ  съ  ея  производной  въ 
нѣкоторомъ  интервалѣ  (д*0,  .г). 
Положимъ  для  опредѣленности, 
что  х^>х0,  и  вставимъ  между 
х0  и  х  рядъ  возрастающихъ 
чиселъ:  хѵ  х2 хп_ѵ  По¬ 
строивъ  ординаты  кривой,  со¬ 
отвѣтствующія  абсциссамъ  х0і  хѵ  х2 яп__ѵ  х,  мы  найдемъ  на 
кривой  рядъ  точекъ,  послѣдовательное  соединеніе  которыхъ  пря¬ 
мыми  дастъ  ломаную  линію,  вписанную  въ  дугу  А31  данной  кри¬ 
вой,  гдѣ  А  и  31  суть  крайнія  точки  дуги,  имѣющія  соотвѣт¬ 
ственно  абсциссы  х0  и  х  (черт.  71). 

Если  К(х р  у{),  Ь(хі+Іу  уі+1)  двѣ  сосѣднія  вершины  этой  лома¬ 
ной  линіи,  то  по  формулѣ  (1)  имѣемъ: 

кь=у  (#,+1  ^і)2+('/і+ і  Уі)2=(Хі+ і  •гі)'|//// і  +  (^1  • 

Отношеніе  (у,+3  —  уЖхі+  і  —  есть  отношеніе  приращенія 
функціи  къ  приращенію  перемѣннаго.  Примѣняя  теорему  Ла¬ 
гранжа  (§  136),  находимъ: 

+  О0г<+1  _ *\] э  о<0<1, 


§  198.  Длина  дуги  кривой. 
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или,  пользуясь  непрерывностью  функціи  (\х)у 


У<-и  У\ 


1*+і 


-X* 


—  І\хд  “Ь  ап 


при  чемъ  аі  стремится  къ  нулю  вмѣстѣ  въ  разностью  —  х.. 

Полагая  хі+1 — —  получаемъ: 

КТ,  ==  Л*У  1 +[/"(*,)  -(-а(]2— -Д#4 { /Г+№)]2 » +  е«Ь 

гдѣ  г{  стремится  къ  нулю  вмѣстѣ  съ 

Суммируя  звенья  ломаной  линіи,  мы  находимъ  слѣдующее 
выраженіе  для  ея  периметра : 


2ЯХ  =  2Джд/і  +  Г(*<)]2  +  ѵ  . 

Если  мы  будемъ  безгранично  увеличивать  число  звеньевъ  ло¬ 
маной  линіи,  приближая  къ  нулю  каждое  изъ  нихъ,  то  2К/;  бу¬ 
детъ  стремиться  къ  предѣлу,  равному 

1іт2Д*,/  1  +  [П*<)]2> 

таіа.  какъ  1іш2$іД.г<  =  0.  Дѣйствительно,  если  3  есть  наибольшее 
изъ  абсолютныхъ  значеній  чиселъ  е,,  то 

1 28,4*4  |<т*,; 

но  2Дж,  =  (аѴ' — а-о)  +  (*2 —  ^г)  •  •  “Ь  (х  хп—і)  ~  х  слѣдо¬ 

вательно 

1 2$Да;,  |  <  3(# — ж0). 

Такъ  какъ  1іпгЗ  =  0,  а  х  —  .г0  есть  число  конечное,  то 

1іт2г4Дя,  =  0. 

Но  (§  144) 

Пш2Д.г4  |Л  +  | />4)]г  = 

Продѣлъ  периметра  ломаной  линіи,  вписанной  въ  дугу  АМУ 
при  неограниченномъ  возрастаніи  числа  сторонъ  ея  и  стремленіи 
каждой  стороны  къ  нулю,  называется  длиной  дуги  АМ.  Обозна¬ 
чивъ  ее  черезъ  $,  находимъ: 

^0 

Отсюда  получаемъ  (§  144)  дифференціалъ  іія  дуги: 

(І8  =  /Т+  \[’{х)\Чх. 


\/\  +  \Г{х)\Ч1х. 


18* 
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или,  въ  другихъ  обозначеніяхъ, 

сіз  =  \/~  1  -|~  у'2&х,  (І8  —  |/ сіх2  -(-  сіу2 


(126) 


Изъ  этихъ  формулъ,  принимая  во  вниманіе,  что  (§  ЮС)  у1  =  Іапа , 
гдѣ  д  есть  уголъ  касательной  къ  кривой  съ  осью  х,  легко  полу¬ 
чить  слѣдующія: 

(Іх  сіу  . 

—  —  С08Г,  ~Г  —  81П2 . (127) 

СІ8  СІ8 

§  199.  Кривизна  кривой.  Возьмемъ  на  кривой  у  =  /'(х)  двѣ 
точки:  М(х}  у)  и  Щх-[-Ах,  у-|-Ду);  длину  дуги  ІЮГ  обозначимъ 

черезъ  Д$,  а  углы,  составленные 
осью  х  и  касательными  къ  кривой 


въ  точкахъ  М  и  ЛГ,  соотвѣтственно  черезъ  д  и  д-|-Дд.  Тогда  Да 
представитъ  (черт.  72)  уголъ  между  касательными,  т.-о.  отклоне¬ 
ніе  конечной  касательной  отъ  начальной,  соотвѣтствующее  пере¬ 
ходу  по  дугѣ  отъ  ея  начала  М  къ  ея  концу  Л7.  При  постоянной 
длинѣ  та  дуга  имѣетъ  ббльшую  кривизну,  для  которой  Дд  больше, 
а  при  постоянномъ  Дд  та  дуга  имѣетъ  ббльшую  кривизну,  для 
которой  Д.5  меньше . 

Отношеніе  Дд/Д.9  называется  средней  кривизной  дуги  Д.9,  а  про¬ 
дѣлъ,  къ  которому  стремится  это  отношеніе  при  стремленіи  Д.ѵ 
къ  нулю,  называется  кривизной  или  мѣрою  кривизны  кривой  въ 
точкѣ  М. 

Для  круга  радіуса  11  уголъ  Дд  равенъ  центральному  углу,  со¬ 
отвѣтствующему  дугѣ  МП  (черт.  73).  Такъ  какъ  Д$  =  77Дд,  то 

Дд _ 1_  Дд  1 

Д 8~П'  ^0*8- Л' 

т.-е.  круп,  есть  кривая  постоянной  кривизны.  Мѣрою  ея  служитъ 
обратная  величина  радіуса. 

Вычислимъ  мѣру  кривизны  даішой  кривой,  предполагая,  что 
она  отнесена  къ  прямоугольной  системѣ  координатъ. 


199 ,  200.  Кривизна  кривой.  Кругъ  кривизны. 
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Такъ  какъ 


Ііш 

Д$=0 


Да 

Д$ 


(Іа 

Тз 


то  задача  сводится  къ  вычисленію  дифференціала  (Іа,  который 
называется  угломъ  смежности ,  и  элемента  дуги  сіз. 

Примемъ  х  за  независимое  перемѣнное.  Такъ  какъ  (§  105) 

а  —  агсІапу\ 


то 


( Ішсіану ' 

(I  а  —  ^  ((х  - 


У 


:  (ІХ. 


ІІХ  1  +  + 

Зная,  что  -у'2дх  (§  198),  находимъ: 


йа=  у” 

аз  (1+2/' 2)! 


Эта  формула  даетъ  выраженіе  кривизны  кривой  въ  данной  ея 
точкѣ. 


§  200.  Кругъ  кривизны.  Кругомъ  кривизны  въ  точкѣ  31  дан¬ 
ной  кривой  называется  кругъ,  проходящій  черезъ  точку  ЗІУ  имѣю¬ 
щій  въ  этой  точкѣ  общую  съ  кривой  каса¬ 
тельную  и  одинаковую  съ  кривой  кривизну 
(черт.  74). 

Центръ  такого  круга  называется  центромъ 
кривизны  въ  точкѣ  31,  а  радіусъ — радіусомъ 
кривизны  въ  точкѣ  31. 

Изъ  формулъ  предыдущаго  параграфа 
легко  получить  выраженіе  радіуса  кривизны. 

Обозначивъ  его  черезъ  11,  находимъ: 


Е- 


.(1  +  ?/2)» 

У " 


(128) 


Найдемъ  координаты  $  и  7)  центра  кривизны.  Такъ  какъ  по 
опредѣленію  круга  кривизны  центръ  его  лежитъ  на  нормали  къ 
кривой  въ  точкѣ  (х,  у),  а  эта  точка  (х,  у )  лежитъ  на  кругѣ,  то 
(урр.  125  и  30)  для  опредѣленія  $  и  г;  имѣемъ  слѣдующія  урав¬ 
ненія: 


2  —  а-  +  2/'(г,  —  з0  =  °; 


(5  —  *)*  +  (г,  —  у)*  =  Л*  = 
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Отсюда  находимъ: 
$  —  х 


,  (1+2/'%'.  т  „  ,  1  +у'2 

,  г,  —  У-±— —  • 


Для  рѣшенія  вопроса  о  знакахъ,  которые  нужно  взять  во 
вторыхъ  частяхъ  этихъ  формулъ,  замѣтимъ,  что  если  кривая 
вогнутостью  обращена  въ  сторону  положительнаго  направле¬ 
нія  оси  у,  то  т,^>2/  и  уп>  0;  если  же  она  обращена  выпуклостью 
въ  сторону  положительнаго  направленія  оси  у ,  то  г{<^у  и  ?/'<  0 
(сдѣлать  чертежъ;  см.  §  134).  Слѣд.,  въ  томъ  и  другомъ  случаѣ 
7]  —  у  и  у"  одного  знака. 

Поэтому  во  второй  изъ  разсматриваемыхъ  формулъ  нужно 
взять  знакъ  а  въ  первой  знакъ  — .  Итакъ,  координаты  2  и  7] 
центра  кривизны  опредѣляются  формулами: 


*  —  х  у"  *  Ті—у-т  у» 


/2 


(129) 


Эти  формулы  введеніемъ  радіуса  В  кривизны  и  угла  а  каса¬ 
тельной  съ  осью  х  преобразуются  въ  слѣдующія: 

2  =  я —  Взіпа ;  ц  =  у Есоза . (190) 


по 


§  201.  Эволюта.  При  непрерывномъ  перемѣщеніи  точки  (х,  у) 
данной  кривой  центръ  кривизны  также  непрерывно  перемѣ¬ 
щается,  описывая  кривую,  называемую  эволю¬ 
тою  данной  кривой,  такъ  что  эволюта  данной 
кривой  есть  геометрическое  мѣсто  ея  центровъ 
кривизны  (черт.  75). 

Разсмотримъ  два  свойства  эволюты. 

1.  Нормалъ  г:ъ  данной  кривой  есть  касательная 
къ  эволютѣ . 

Такъ  какъ  угловые  коэффиціенты  касатель¬ 
ной  къ  эволютѣ  въ  точкѣ  ($,  7,)  и  касательной 
къ  кривой  въ  точкѣ  ( х ,  у)  суть  соотвѣтственно 
СІТі  сіу 

~  и  то  для  доказательства  указаннаго  свой¬ 
ства  эволюты  достаточно  показать  (форм.  17),  что 

н-2-аН- 


Дифференцируя  равенства  (130),  имѣемъ: 

=  сіх  —  Есозсиіа  —  зіпасІВ;  сЦ  =  сіу  — Взіпасіа  созаиІВ. 

Но  (§  199)  Всіа  —  сіз  и  по  формуламъ  (127)  сІх  =  сІз.соза , 
сіу  =  сіз  ,8іп  а. 


§  201.  Эволюта. 
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Поэтому  (1$  —  —  8ІП2(Ш  и  іЦ  —  созоиШ  и 


(ІГ{ 


СОШ 

81П2 


— - С0І2. 


Л  такъ  какъ  (~  =  іапа  (§  106),  то 
ах 


(Ц 

Ж 


:(). 


2.  Дифференціалъ  дуги  эволюты  равенъ  (по  абсолютному  значе¬ 
нію)  дифференціалу  радіуса  кривизны. 

Дифференціалъ  ііз  дуги  эволюты  равенъ  |/ іі$2  -{-  г/г,2  (форм.  126). 
Возвышая  найденныя  выше  выраженія  сІ$  и  въ  квадратъ  и 
складывая  результаты,  находимъ: 

Й*  +  *|2^В2  или  іЪ2  =  а№. 

Отсюда  получаемъ 

сіі  =  ~4~  (III. 

То  же  самое  свойство  эволюты  можно  выразить  иначе.  Инте- 
грируя  послѣднее  равенство  и  называя  а0  и  110  соотвѣтственныя 
значенія  дуги  эволюты  и  радіуса  кривизны,  находимъ: 

а  —  а0  =  +  (7?  —  І?о), 

т.-е.  длина  душ  эволюты  равна  по  абсолютному  значенію  разности 
радіусовъ  кривизны  данной  кривой  въ  точкахъ ,  соотвѣтствующихъ 
концамъ  душ  эволюты . 

Это  свойство  эволюты  объясняетъ  и  самое  названіе  ея.  Если 
на  кривой,  которая  принимается  за  эволюту,  натянемъ  до  нѣко¬ 
торой  точки  нерастяжимую  нить,  продолженіе  которой  направимъ 
по  касательной  къ  эволютѣ,  и  будемъ  затѣмъ  сматывать  эту  нить 
съ  эволюты,  оставляя  ее  все  время  натянутой,  то  свободный  ко¬ 
нецъ  нити  опишетъ  кривую,  для  которой  данная  кривая  служить 
эволютой.  Эта  кривая  называется  эвольвентой  (черт.  75).  Очевидно, 
что  для  данной  эволюты  существуетъ  безчисленное  множество 
эвольвенть,  представляющихъ  параллельныя  кривыя,  т.-е.  такія, 
разстоянія  между  которыми  всюду  одинаковы. 

§  202.  Циклоида.  Въ  качествѣ  примѣра  разсмотримъ  приложе¬ 
ніе  формулъ  §§  106 — 201  къ  циклоидѣ. 

Циклоидой  называется  кривая,  описываемая  точкой  окружности 
круга,  который  катится  безъ  скольженія  по  прямой. 

Выведемъ  уравненіе  циклоиды  (черт.  76). 

Прямую,  по  которой  катится  кругъ,  примемъ  за  ось  абсциссъ. 
То  положеніе  этого  круга,  когда  точка  Ж,  описывающая  цик- 
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дойду,  находится  на  осн  х,  возьмемъ  за  начальное,  а  начальное 
положеніе  О  точки  31  примем?,  за  начало  координатъ.  За  поло¬ 
жительное  направленіе  оси  ординатъ  возьмемъ  направленіе  пер¬ 
пендикуляра,  возставленнаго  изъ  О  къ  оси  х  въ  той  части  плос¬ 
кости,  гдѣ  находится  катящійся  кругъ.  Кромѣ  того  предполо¬ 
жимъ,  что  направленіе,  въ  которомъ  катится  кругъ,  совпадаетъ 
съ  положительнымъ  направленіемъ  оси  х. 

Въ  начальномъ  положеніи  радіусъ  СЗІ  круга  перпендикуля¬ 
ренъ  къ  оси  х,  а  при  движеніи  его  онъ  отклоняется  отъ  перпен¬ 
дикуляра  къ  оси  х  на  нѣкоторый  уголъ  і,  черезъ  который  мы 
выразимъ  координаты  точки  циклоиды. 

Если  А  есть  точка  касанія  круга  С  съ  осью  х ,  то  і  —  АСМ. 
Опустивъ  изъ  ЗГ  перпендикуляръ  МР  на  ось  х ,  получимъ  ко¬ 
ординаты  точки  31  циклоиды: 

х=ОР=ОА—РА\  у  =  РЗІ. 

Такъ  какъ  кругъ  катится  безъ  скольженія,  то  ОА  =  АЗІ—аі, 
гдѣ  а  есть  радіусъ  катящагося  круга. 


Проводя  ЗІВ  параллельно  оси  х  до  встрѣчи  съ  радіусомъ  АС, 
находимъ,  что  РА  —  31В  =  а$іпІ  и  ВС—асозІ.  Поэтому 

х  =  О  А  —  РА  =  а(і  —  зіпі)\  у  =  РЗІ  —  АС  —  ВС  =  а(1  —  созі). 

Итакъ,  для  опредѣленія  координатъ  точки  циклоиды  черезъ 
параметръ  і  имѣемъ  два  слѣдующія  уравненія: 

х  —  а{і  —  зіпГ)\  у  —  а(  1 — созі) 


(131) 


$  202.  Циклоида. 
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Исключеніе  изъ  этихъ  уравненій  параметра  I  приводитъ  къ 
уравненію  циклоиды: 

х  =  а .  агссоз  - — —  —  у (2а  —  у), 
а 

Въ  приложеніяхъ  удобнѣе  пользоваться  параметрическими 
уравненіями  циклоиды,  т.-ѳ.  уравненіями  (131). 

Циклоида  состоитъ  изъ  безчисленнаго  множества  одинаковыхъ 
аркадъ,  крайнія  точки  которыхъ  соотвѣтствуютъ  і  =  2&к,  а  высшія 
точки  1=(21с-\-\)ъ,  гдѣ  7с  есть  цѣлое  число  или  нуль. 

Найдемъ  уравненіе  касательной  къ  циклоидѣ. 

Изъ  уравненій  (131)  имѣемъ: 

-»  7,  ,  .  ,  Гі  (Іу  8І11І  .  і 

ах  =  а(  1  —  со8І)аі\  сіу  =  азіпіаі ;  '  =  - - -  =  соі  — • 

СІХ  1  -  С08І  и 


Пользуясь  уравненіемъ  (124),  находимъ  уравненіе  касательной 
къ  циклоидѣ  въ  ея  точкѣ  (х,  у): 

У— у  — соі  ^  (X—  х) . 

Изъ  соотношенія  у}  =  соі легко  вывести  способъ  построенія 

касательной  и  нормали  къ  циклоидѣ.  Продолживъ  АС  до  второй 
встрѣчи  съ  окружностью  въ  точкѣ  1)  и  соединивъ  I)  съ  М,  на¬ 
ходимъ,  что 

/^МВС—і/2  и  что  (ЖІ),#)=тт/2 — 1/2,  (2<тг),и  іап  (МВ,х)=соі^ • 

и 

Слѣдовательно,  Л/2)  есть  касательная  къ  циклоидѣ,  а  Ж4  нор¬ 
маль  къ  ней. 

Вычислимъ  длину  нормали  (§  197): 


1Ѵ—у\А  1  —  а(1 С0$/) 


и 


.  і 
8гпі 


■  2азіп~  • 


Для  вычисленія  радіуса  кривизны  нужно  найти  у": 

е*уг  аі  1  1  1 _ г 

СІХ 


У 


сП 


2  •  2І 
зп22 


а(  1  — со^) 


4а$ш4  ~ 
2 


Подставляя  значенія  у'  и  у"  въ  формулу  (128),  получимъ  ра¬ 
діусъ  кривизны  циклоиды: 

,3. 

11 —  — 4о8іп*і(і  соі2^]  ~  4а$іпА. 
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Сравнивая  значенія  ІѴ  и  II,  находимъ:  |Л[  =  2|Х|  (на  черт. 
МК=2МА). 

Вычислимъ  координаты  центра  кривизны  циклоиды.  Примѣняя 
формулы  (129),  находимъ: 

$  •_=  а(і  —  8Іпі)  -)-  (1  -| -соі2^)  •  4 азіп4  •  соі ^  =  а(і  —  зіпі)  -}-  2 азіпі  — 

=  а{і-\-зіпі)\ 

г,  =  а(  1  —  созі)  —  (1  4“  соі2-^  •  4 азіп*  ~  —  а{\  —  созі)  —  2а(1  —  созі)  = 

=  —  а(  1  —  созі). 

Перенесемъ  начало  координатъ  въ  точку  (тга,  —  2а)  и  измѣ¬ 
нимъ  направленіе  оси  х  на  противоположное.  Обозначивъ  коорди¬ 
наты  по  повой  системѣ  черезъ  X  и  Г,  находимъ  ио  формуламъ  (42): 

5  =  — Х  +  іга;  г,  =  Г  —  2а. 

Подставивъ  сюда  найденныя  выше  выраженія  и  опредѣливъ 
затѣмъ  координаты  X  и  Г  центра  кривизны  относительно  новой 
системы  координатъ,  получимъ: 

X  =  а[тт  —  і  —  зіпі]  =  а(ф  —  $шф)-, 

У  —  а(1  созі)  =  а(  1  —  (?о$ф), 

гдѣ  ф  =  т:  —  I.  Изъ  этихъ  формулъ  видно,  что  эволюта  циклоиды 
есть  такая  же  циклоида,  но  расположенная  ниже  первой  на  2а  и 
сдвинутая  вправо  на  тг а. 

Вычислимъ,  наконецъ,  длину  одной  аркады  циклоиды.  Пользуясь 
найденными  выше  выраженіями  для  Ах  и  сіу,  находимъ  ио  фор¬ 
мулѣ  (126)  слѣдующее  выраженіе  дифференціала  Аз  дуги  циклоиды: 

Аз  —  а\^ (1  — созі)2  згпЧ  сІІ=а\^ 2(1  —  созі)  АІ  =  2 азіп^Лі. 

Длина  аркады  циклоиды  равна 

Л2* 

=8а. 

24° 

§  203.  Квадратура  площадей.  Въ  §§  143  и  144  было  указано, 
что  площадь,  ограниченная  кривой  у~({х),  двумя  ея  ординатами, 
соотвѣтствующими  абсциссамъ  х0  и  х ,  и  отрѣзкомъ  оси  х  между 

х 

этими  ординатами,  выражается  интеграломъ  \  { (х)Ах. 

Приведемъ  нѣсколько  примѣровъ  вычисленія  площадей. 


2а 


’2*  I  і 

згп-Аі  =  —  2а-  2 
о  2 
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Площадь  сегмента  параболы.  Пусть  имѣемъ  параболу  ш-аго 
порядка 


у  =  Ахт, 


гдѣ  А  есть  постоянное  число  и  —  1 . 

Площадь  и ,  ограниченная  параболой,  двумя  ея  ординатами, 
соотвѣтствующими  абсциссамъ  а  и  й,  и  отрѣзкомъ  оси  х  между 
ними,  выражается  такъ: 


Ах'піІх  — 


А 


^»п-Ы - +  3 

т- {-  1 . 


Если  а  =  0,  то 


,  йп,+1  АЬт.Ь  1 

и  — А - Г-Т= - г- — | — 

т-\-  1  т-\- 1  т-\- 1  11 


гдѣ  #г  и  т/1  суть  координаты  конца  дуги,  ограничивающей  пло¬ 
щадь. 


Въ  частномъ  случаѣ,  при  т  = 


1 

2’ 


т.-е.  параболы  у2=2рх, имѣемъ 


отсюда: 


2 


Эта  формула  показываетъ,  что  дуга  параболы  у2  =  2рх  дѣлитт, 
прямоугольникъ,  построенный  на  координатахъ  ея  точки,  въ  отно¬ 
шеніи  1:2.  Площадь  сегмента  параболы  =  ±хЛуЛ /3. 

Площадь  эллипса.  Данъ  эллипсъ  уравненіемъ 


Принимая  во  вниманіе  симметрію  эллипса  относительно  осей, 

Г* 

находимъ,  что  площадь  его  равна  4  \  уЛх.  Вычислимъ  этотъ 


и  — 


—  Х2СІХ\ 


интегралъ: 
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полагая  х  =  асозу  и  замѣчая,  что  при  ^  =  0  и  ср  =  0  при 

х  =  а ,  находимъ  (§  101): 


и 


о 

азіп  ср .  ( —  азгпцсЦ)  =  4  аЬ 


\ 


2 

вМНйѵ 

о  *  ‘ 


2 


гмЬ. 


Отсюда  при  а  =  Ь  получимъ  извѣстную  формулу  площади 
круга  радіуса  а  \  н  =  тт2. 

Площадь  циклоиды.  Такъ  какъ  каждая  аркада  циклоиды  сим¬ 
метрична  относительно  прямой,  параллельной  оси  у  и  прохо¬ 
дящей  ея  вершину,  то  ея  площадь  и  выражается  слѣдующимъ 
образомъ  (§  202): 

и=  2а2 1  (1—созС)Чі. 

О 

Вычисляя  интегралъ  второй  части,  находимъ: 


|  (1 — созІ)2сІІ= зі  (II — 2^  созісіі- 1- I  созЧсІІ— 
*0  0  0 

=  |  <  —  2  зіпі-\-  ^  -|~  - 


і  ,  згп2і 


3 

о  ”2п- 


Поэтому  н  =  3тта2,  т.-ѳ.  площадь  одной  аркады  циклоиды  равна 
утроенной  площади  катящагося  круга. 

§  204.  Выраженіе  площади  черезъ  двойной  интегралъ. 
Пусть  мы  имѣемъ  замкнутую  кривую,  отнесенную  къ  прямо¬ 
угольнымъ  осямъ  координатъ  и  опредѣляемую  уравненіемъ 
{(Ху  у)  =  0.  Предположимъ,  что  прямыя,  параллельныя  осямъ 
координатъ,  пересѣкаютъ  ее  но  болѣе,  какъ  въ  двухъ  точкахъ. 

Площадь  и  у  ограниченную  этой  кривой,  можно  разбить  на 
элементарные  прямоугольники,  проведя  рядъ  прямыхъ,  парал¬ 
лельныхъ  оси  Ху  и  другой  рядъ  прямыхъ,  параллельныхъ  оси  у 
(черт.  77).  Если  Ах  и  Ау  обозначают!,  разстоянія  между  двумя 
сосѣдними  прямыми,  параллельными  соотвѣтственно  осямъ  у  и  хл 
то  площадь  одного  изъ  нихъ  выражается  произведеніемъ  АхА у. 

Суммируя  площади  всѣхъ  прямоугольниковъ,  входящихъ  въ 
площадь  Ну  мы  получимъ 

и  =  ХІАхАу  з, 

гдѣ  г  есть  сумма  прилегающихъ  къ  границѣ  площадей. 
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При  стремленіи  \х  и  Ду  къ  нулю  г  стремится  къ  нулю,  и 
площадь  и  выразится,  какъ  продѣлъ  двойной  суммы  второй  части 
послѣдняго  равенства.  Этотъ  предѣлъ 
носитъ  названіе  двойного  интеграла  и 
обозначается  знакомя,  I  { сіхсіу. 

Чтобы  показать,  что  суммированіе 
распространяется  на  площадь  г«,  нужно 
дать  предѣлы  измѣненія  хну. 

Для  опредѣленія  ихъ  замѣтимъ,  что 
вычисленіе  двойной  суммы  можно  про¬ 
извести  слѣдующимъ  образомъ:  соста¬ 
вить  сначала  сумму  2Ду,  соотвѣтствую¬ 
щую  постоянному  значенію  х ,  а  затѣмъ  умножить  ее  на  Дя  и 
составить  сумму  1'(Д.г^Ду). 

х  у 

Предѣлами  суммы  по  у  будутъ  служить  значенія  у,  полу¬ 
чаемыя  изъ  уравненія  {(х,  у)  =  0  при  рѣшеніи  его  относительно 
у;  предѣлами  же  суммы  по  х  будутъ  значенія,  между  которыми 
лежатъ  абсциссы  всѣхъ  точекъ  кривой,  ограничивающей  пло¬ 
щадь  и .  Геометрически  составленіе  произведенія  Дг2Д у  пред¬ 
ставляетъ  суммированіе  элементарныхъ  площадей,  прилегающихъ 
къ  одпой  изъ  прямыхъ,  параллельныхъ  оси  у,  или  вычисленіе 
площади  полосы,  заключенной  между  двумя  сосѣдними  прямыми, 
параллельпыми  оси  у ,  а  суммированіе  но  х  —  составленіе  суммы 
площадей  всѣхъ  такихъ  полосъ,  заключенныхъ  между  касатель¬ 
ными  къ  кривой,  параллельными  оси  у. 

Если  АС  и  В 1)  суть  эти  касательныя  и  ОА  =  а ,  ОВ  =  Ъ,  то  пре¬ 
дѣлы  суммированія  по  х  суть  а  и  Ь.  Предѣлами  суммированія  но 
у  служатъ  ВМ=уг(х)  и  ВХ=у2(х),  гдѣ  ср1(а;)  и  у2(х)  суть  зна¬ 
ченія  у,  полученныя  изъ  уравненія  і\х,  у)  — О.  Такимъ  образомъ 
получимъ: 


и  — 


адЫ*) 


сіхсіу. 


Можно  перемѣнить  порядокъ  суммированій,  но  при  этомъ, 
какъ  это  ясно  изъ  сказаннаго,  измѣнятся  и  предѣлы  суммированій. 

Если  кривая,  ограничивающая  площадь,  отнесена  къ  системѣ 
полярныхъ  координатъ  (§  7),  то  разбіеніе  площади  на  элементар¬ 
ныя  достигается  проведеніемъ  пучка  прямыхъ  изъ  полюса  и  ряда 
концентрическихъ  окружностей  съ  центромъ  въ  полюсѣ  (черт.  78). 
Двѣ  сосѣднихъ  прямыхъ,  опредѣляемыя  полярными  углами 
<р  и  ср  -|-  Др,  и  двѣ  сосѣднихъ  концентрическихъ  окружности,  опре¬ 
дѣляемыя  радіусами  г  н  г-|-Дг,  образуютъ  криволинейный  четырех¬ 
угольникъ. 
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При  малыхъ  Дг  и  Ау  его  можно  считать  прямоугольникомъ  съ 
площадью  гДгДср.  Предѣлъ  суммы  этихъ  элементарныхъ  площадей, 
взятой  въ  надлежащихъ  предѣлахъ,  дастъ  вы¬ 
раженіе  площади  черезъ  двойной  интегралъ,  въ 
которомъ  перемѣнными  служатъ  полярныя  ко¬ 
ординаты. 

§  205.  Вычисленіе  объемовъ  (кубатура). 

Подобно  тому,  какъ  вычисленіе  площадей  при¬ 
водилось  къ  опредѣленію  предѣла  суммы  эле¬ 
ментарныхъ  площадей,  такъ  п  измѣреніе  объ¬ 
емовъ  сводится  къ  опредѣленію  предѣла  суммы 
элементарныхъ  объемовъ.  Въ  зависимости  отъ 
Черт.  78.  вида  элементарнаго  объема  задача  приводитъ 
къ  простому,  двойному  или  тройному  интегра¬ 
ламъ.  Разсмотримъ  три  вида  элементарныхъ  объемовъ. 

1.  Пусть  поверхность,  ограничивающая  данный  для  вычисленія 
объемъ,  отнесена  къ  прямоугольной  системѣ  осей  координатъ. 
Пересѣчемъ  ее  плоскостями,  перпендикулярными  къ  оси  х 
(черт.  79).  Эти  плоскости  разобьютъ  данный  объемъ  на  рядъ 
слоевъ;  каждый  изъ  нихъ  замѣнимъ  прямымъ  цилиндромъ,  осно¬ 
ваніями  котораго  служатъ  одно  изъ  сосѣднихъ  сѣченій  поверхности 
и  проекція  его  на  другое,  а  высотой  разстояніе  между  ними.  На¬ 
зывая  площадь  сѣченія  черезъ  и  и  разстояніе  между  основаніями 
слоя  черезъ  Ах,  находимъ,  что  объемъ  этого  цилиндра  равенъ  нАх. 
Суммируя  цилиндры,  входя¬ 
щіе  въ  данный  объемъ,  и  пе¬ 
реходя  къ  предѣлу  суммы  при 
Ах  —  0,  находимъ  искомый 
объемъ  V : 

Ѵ=^  исіх,  .  .  .  (132) 

гдѣ  а  и  Ъ  суть  крайнія  зна¬ 
ченія  х  для  точекъ  даннаго 
объема. 

Эта  формула  примѣняется 
въ  томъ  случаѣ,  когда  извѣст¬ 
но  выраженіе  площади  и  че¬ 
резъ  х . 

2.  Пусть  данный  для  вычисленія  объемъ  ограниченъ  частью 
поверхности,  опредѣляемой  въ  прямоугольныхъ  координатахъ 
уравненіемъ  ^—{(х,  у), .  нѣкоторой  цилиндрической  поверхностью, 
образующая  которой  параллельна  оси  л,  и  частью  плоскости  ху 
(черт.  80). 
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Посредствомъ  ряда  плоскостей,  параллельныхъ  плоскости  ух , 
и  ряда  плоскостей,  параллельныхъ  плоскости  хх,  данный  объемъ 
разбивается  на  столбики,  отличающіеся  отъ  прямоугольныхъ  па¬ 
раллелепипедовъ  тѣмъ,  что  вмѣсто  плоскаго  верхняго  основанія 
каждый  изъ  нихъ  сверху  ограниченъ  частью  данной  поверхности. 

Основаніями  ихъ  слу¬ 
жатъ  элементарные  прямо¬ 
угольники.  Если  точка 
( х ,  у ,  х)  есть  одна  изъ  вер¬ 
шинъ  верхняго  основанія 
столбика,  а  Ах  м  Ау  суть 
разстоянія  между  двумя' 
сосѣдними  плоскостями,  па¬ 
раллельными  соотвѣтствен¬ 
но  плоскостямъ  ух  и  хх,  то 
объемъ  столбика  можно  за¬ 
мѣнить  объемомъ  прямо¬ 
угольнаго  параллелепипеда 
съ  основаніемъ  АхАу  и  вы¬ 
сотою  х,  т.-е.  принять 
равнымъ  хАхАу.  Суммируя 
объемы  параллелепипе¬ 
довъ,  входящихъ  въ  данный 
объемъ,  и  переходя  къ 

предѣлу  суммы  при  Д.г  =  0,  Ау  =  0,  найдемъ  искомый  объемъ 
V  выраженнымъ  черезъ  двойной  интегралъ: 

. <ізз) 


Черт.  80. 


при  чемъ  предѣлы  интегрированій  опредѣляются  такъ,  какъ  было 
указано  въ  §  204. 

3.  Данный  объемъ  можно  разбить  на  элементарные  посред¬ 
ствомъ  трехъ  системъ  плоскостей,  изъ  которыхъ  плоскости  одной 
системы  параллельны  плоскости  ху,  другой  —  плоскости  ух  и 
третьей — плоскости  хх.  Элементарнымъ  объомомъ  въ  этомъ  случаѣ 
служить  объемъ  АхАуАх  прямоугольнаго  параллелепипеда  съ 
ребрами  Ах,  Ху  и  Ах.  Искомый  объемъ  V  выразится  предѣломъ 
тройной  суммы  ІДІДтД  у  Ах,  распространенной  на  данный  объемъ, 
или  тройнымъ  интеграломъ: 

/(Іхдусіх, . (134) 

при  чемъ  предѣлы  интегрированія  опредѣляются  на  основаніи 
соображеній,  аналогичныхъ  указаннымъ  въ  §  204  при  разсмотрѣ¬ 
ніи  двойного  интеграла. 
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Тройной  интегралъ  общаго  типа  таковъ: 

///А*,  У,  г)Ахйуйг. 


Онъ  есть  предѣлъ  тройной  суммы  221/ (, х ,  ?/,  2)\хАуАг,  распро¬ 
страненной  на  извѣстный  объемъ,  при  стремленіи  Ах,  Ау  и  Аг 
къ  нулю. 

Если  Г(х,  у ,  х)  представляетъ  плотность  неоднороднаго  тѣла 
въ  точкѣ  (х,  у,  я),  то  написанный  выше  тройной  интегралъ, 
распространенный  на  объемъ  тѣла,  выразитъ  его  массу  *). 

§  206.  Объемъ  эллипсоида.  Эллипсоидъ  (§  78),  опредѣляемый 
уравненіемъ  # 


х  \  У  _ г  *  _і 


симметриченъ  относительно  каждой  изъ  плоскостей  координатъ. 
Поэтому  для  вычисленія  его  объема  достаточно  найти  объемъ 
той  ого  части,  которая  лежитъ  въ  области  положительныхъ  #-овъ. 
Сѣченіе  его  плоскостью,  параллельною  плоскости  у 2  и  отстоящей 
отъ  нея  на  разстояніе  х ,  есть  эллипсъ 


У 


*  гр  2 


1. 


Полуоси  этого  эллипса  суть  &|/ а2  —  х2/а  и  а2  —  х2/а ,  а  пло¬ 
щадь  равна  тгйс(а2  —  х2)/а 2  (§  203).  Зная  это,  можно  для  вычисленія 
объема  V  эллипсоида  воспользоваться  формулой  (132),  положивъ 
въ  ней  и  =  тЛс(а2  —  х2)/а2,  а=  0,  Ь  —  а  и  кромѣ  того  удвоивъ 
интегралъ  второй  части,  такъ  что 


о 


Производя  вычисленія,  найдемъ: 

Ѵ=~  тг  аЬс. 
о 

Если  а  —  Ъ  =  с,  то  эллипсоидъ  обращается  въ  шаръ  радіуса  а, 
и  предыдущая  формула  даетъ  извѣстную  формулу  объема  шара: 
Г=4ттаЗ/3. 


*)  Подробности  о  двойпыхъ  п  тронныхъ  интегралахъ  см.  въ  указал 
номъ  на  стр.  20(3  курсѣ  А.  Л\  Власова , 


§  207.  Объемъ  тѣла  вращенія. 
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§  207.  Объемъ  тѣла  вращенія.  Формулой  (132)  можно  вос¬ 
пользоваться  для  вычисленія  объема  тѣла,  образованнаго  враще¬ 
ніемъ  кривой  у  =  ^(х)  около  оси  х.  Но  трудно  видѣть,  что  для 
этого  случая  площадь  и  есть  площадь  круга,  центръ  котораго 
находится  на  оси  х ,  а  радіусъ  равняется  ординатѣ  вращающейся 
кривой,  т.-е. 

Г=тгі  уЧх  —  тх  ^  \/'(х)\2(1х . (135) 

Примѣръ  1.  Парабола  у2  —  2рх  вращается  около  оси  х .  Опре¬ 
дѣлить  объемъ  сегмента  полученнаго  параболоида  (§  89)  съ 
высотою  к. 

По  формулѣ  (135)  находимъ: 


•к 

х&х—тртхк2. 


/ 

Упражненіе.  Сравнить  объемы  параболо  инее  ка  го  сегмента  и  прямого  ци¬ 
линдра ,  имѣющихъ  общія  основаніе  и  высоту. 


Примѣръ  2.  Кругъ,  опредѣляемый  уравненіемъ 

*2-Ну  —  Ъ)2  —  а2, . 

объемъ 


гдѣ  а<СЪ,  вращается  около  оси  х.  Опредѣлить 
маго  при  этомъ  вращеніи  кольца  (іогё). 

Центръ  С  даннаго  круга  находится  на 
оси  у  (черт.  81).  Проведя  черезъ  него  пря¬ 
мую  АВ ,  параллельную  оси  х ,  мы  раздѣ¬ 
лимъ  окружность  на  двѣ  равныя  дуги 
АТ)В  и  АВ'В.  По  формулѣ  (135)  иско¬ 
мый  объемъ  V  выразится  такъ: 

г.+а 


...(«) 

получае- 


Ѵ=п\  (у^—у^-уіх, 


ідѣ  у1  обозначаетъ  ординату  дуги  АВВ, 
а  У  2 — ординату  дуги  А  В*  В.  Чтобы  найти 
У\  и  У 2 »  рѣшимъ  уравненіе  (а)  относительно  у.  Получимъ: 


Уі  —  4+  V  о*  —  У->=Ъ — а2  —  х2. 


Отсюда  находимт,: 

Уі2  —  У-22  =  (Уі  4-  У2)(уа  —  У2)  =  4й|/ а2  —  X2. 

Дифф.  и  иитегр.  исчисленія. 
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Подставляя  найденное  значеніе  ух2 —  у  2  въ  выраженіе  У  и 
выполняя  интегрированіе,  получимъ: 


Примѣръ  3.  Найти  значеніе  интеграла 


Сравнивая  данный  интегралъ  съ  интеграломъ  формулы  (133), 
легко  видѣть,  что  онъ  выражаетъ  объемъ  V ,  заключенный  между 
плоскостью  осу  и  поверхностью,  опредѣляемой  уравненіемъ: 


ф 


Я—С~Х  У 


Сѣченія  этой  поверхности  плоскостями  х&(у  =  0)  и  уг{х  —  0) 
представляютъ  соотвѣтственно  кривыя  2  =  е~х*  и  я  =  е~ѵ\  форма 
которыхъ  была  изучена  въ  §  137  (примѣръ  2).  Сѣченія  ея  плоско¬ 
стями,  параллельными  плоскости  ху,  т.-е.  плоскостями  г=1і,  гдѣ 
Іі  есть  постоянное  число,  представляютъ  круги,  опредѣляемые 
уравненіями  х2-\-у2= — Іоуіь.  При  0<^А^1  радіусы  этихъ  круговъ 
[/  —  Іоук  ъутъ  числа  дѣйствительныя,  а  при  значеніяхъ  А,  лежа¬ 
щихъ  внѣ  интервала  (0,1), — мнимыя.  Изъ  этого  слѣдуетъ,  что 
разсматриваемая  поверхность  образуется  вращеніемъ  кривой 
#=е~х'  около  оси  г. 

Для  вычисленія  V  построимъ  на  плоскости  ху  квадратъ  съ 
центромъ  въ  началѣ  координатъ  и  сторонами  2а,  параллельными 


У 


осямъ  координатъ;  впишемъ  въ  этотъ 
квадратъ  кругъ  и  опишемъ  около 
него  кругъ  (черт.  82).  Радіусъ  пер- 
ваго=а,  радіусъ  второго— а|/2. 


Объемъ  V  есть  предѣлъ  (§  160), 
къ  которому  стремится  объемъ  V 
ограниченный  указаннымъ  выше  ква¬ 
дратомъ,  плоскостями,  параллельными 
плоскостямъ  координатт,  и  проходя- 


X  щими  черезъ  стороны  квадрата,  и 
частью  поверхности  (^),  когда  раз¬ 
мѣры  квадрата  неограниченно  воз¬ 
растаютъ,  т.-е. 


Черт.  82. 
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Двойной  интегралъ  второй  части  распространяется  на  квадратъ 
со  стороною  2а.  Распространяя  его  на  кругъ,  вписанный  въ  этотъ 
квадратъ,  и  на  кругъ,  описанный  около  него,  мы  получимъ  два 
объема  Ѵг  и  Ѵ2,  между  которыми  лежитъ  У1,  такъ  что 

Ѵг<Ѵ'<Ѵ2. 


Но  объемъ  Ѵ1  и  Ѵ2  легко  вычислить,  замѣнивъ  прямоуголь¬ 
ныя  координаты  полярными.  Замѣтивъ,  что  х2-\-у2=г 2  и  что  эле¬ 
ментъ  площади  въ  полярныхъ  координатахъ  выражается  черезъ 
гсіпіу,  находимъ: 


Г2тг  Го 

Ѵ1  —  I  е-ггагаи. 
ло  ,;о 


Такъ  каіп. 


то 


Га  1  Га*  Г  1  Та*  1 

I  с-г'гЛг—~-\  ег'ЛІ— —  =  .  (і — *»-«*) 

Л  2і)о  [2  ]о  2  1 

Г,  =  тг(1— 

Точно  также  найдемъ,  что 

Г2  =  тт(1—  е-Ы). 

п  (1  —  с~“')  <  V'  <  тт  (1  —  е-2а*). 


Поэтому 


Такъ  какъ  е  а *  и  е~~2а*  при  безграничномъ  возрастаніи  а  стре 
мятся  къ  нулю,  то  Ііш  1^=11  при  а=00»  Поэтому 

г+со  г+со 


1г  ГІ"00  (+00 

1=1  V  е~х  ѵ  Лхйу  =  тт. 
^  —со  ^  —со 


Зная  значеніе  V,  легко  найти  значеніе  интеграла 

г+со 


Л=  у  е-*Чх, 
со 


играющаго  выдающуюся  роль  въ  теоріи  вѣроятностей  и  ея  при¬ 
ложеніяхъ. 

Такъ  какъ  (§  160) 

,/  =  Иш  \  е~а'Лх, 
а= со  ^ 


19* 
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а  съ  другой  стороны 


Г=Ц.' 

то  <72  =  тг  и 


®*  уЧх=  Г  е~х\Іх.  Г+  е~у\Іу=  ( I  е"хЧх 

^  —а  — а  \  ^  — а 


С+ОО  - - 

I  е~хЧх=у  тг. 
Л-— оо 


Упражненія. 


1.  Написать  уравненія  касательныхъ  къ  эллипсу,  гиперболгь  и  параболѣ, 
данныхъ  соотвѣтственно  уравненіями  (34),  (37)  и  (33),  въ  точкѣ  (х,  у)  этихъ 
кривыхъ. 

Отв .  хХ/а 2  йк  у  У/62  =  1;  у  У  =  р(Х  я*). 

2.  Найти  точку  пересѣченія  касательной  къ  параболѣ  (33)  съ  осью  х  и 
вывести  отсюда  способъ  построенія  касательной. 

3.  Найти  субтангенсы  эллипса  (34)  и  круга  х* у*  —  а*  для  точки  съ 
абсциссою  х  и  вывести  отсюда  способъ  построенія  касательной  къ  эллипсу 
въ  данной  его  точкѣ. 

Отв.  (а2  —  х*)/х. 

4.  Показать ,  что  субтангенсъ  кривой  у=.Ъ(?Іп  есть  постоянная  величина. 

б.  Показать,  что  кривыя 


гдѣ  п  есть  какое-нибудь  постоянное  число,  имѣютъ  въ  точкѣ  ( а ,  6)  общую 
касательную,  опредѣляемую  уравненіемъ: 


х  ,  у 

-  +  ѵ  =  2. 

а  1  Ъ 


6.  Найти  выраженія  радіуса  кривизны  параболы  (33),  эллипса  (34)  и 
гиперболы  (37). 

Отв.  1)  (у*  +р2)^/р2;  2)  («2  —  ё*яР$ІаЪ;  3)  (с2#2  —  а^/аЪ. 

7.  Показать,  что  эволюта  параболы  (33)  опредѣляется  уравненіемъ 
27ргр  =  8(а? — р)з  г*  построить  эту  кривую. 

8.  Показать ,  что  эволюта  эллипса ,  даннаго  уравненіями 

х  =  асо$<р,  ?/  =  6$ш<р, 

опредѣляется  уравнен  іемъ: 

(ах)'  +  (бу)"5  =  (а2  —  6  2) 

9.  Показать,  что  площадь,  ограниченная  осью  х,  прямыми  х~а  и  х  =Ь 
и  гиперболой  ху  =  А2  равна  кЧодф/а).  —  Разсмотрѣть  частный  случай: 
к=  1,  а  =  1. 

10.  Показать,  что  площадь,  ограниченная  параболами  у*  =  2рх  и  а*2  =  2ру, 

4 

/?ав«а  -  р2. 

О 
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11.  Вывести  выраженіе  объема  пирамиды  и  конуса  изъ  формулы  (132). 

12.  Гипербола  х2  —  у2  —  а2  вращается  около  оси  х.  Найти  объемъ  сег¬ 
мента  полученнаго  гиперболоида  съ  высотою  а. 

4 

От  в.  -на3. 

о 

13.  Полуволна  синусоиды  у  =  зіпх  вращается  около  оси  х.  Показать, 
что  объемъ  полученнаго  гпгьла  равенъ  половитъ  объема  описаннаго  около  него 
цилиндра. 

14.  Найти  объемъ  той  части  тѣла,  ограниченнаго  плоскостями  2  =  0, 
2  =  кх  и  цилиндрической  поверхностью  ж2  у2  =  а*,  которая  лежитъ  въ 
области  положительныхъ  2. 

2 

Отв .  -  /га3. 

3 

15.  Найти  объемъ,  ограниченный  сферой  ж2  4-  У2  +  &  =  а2  и  цилиндромъ 


4  16 

Отв.  -  іга3 - -  а3. 

о  У 


ГЛАВ  А  XX. 

Интерполированіе.  Интерполяціонная  формула  Лагранжа.  Осно¬ 
ванія  теоріи  конечныхъ  разностей.  Интерполяціонная  формула 

Ньютона. 

§  208.  Задача  интерполированія.  При  изслѣдованіи  путемъ 
наблюденія  явленій  природы  или  общественной  жизни  часто  при¬ 
ходится  сопоставлять  два  ряда  чиселъ,  изъ  которыхъ  одинъ 
представляетъ  значенія  нѣкоторой  перемѣнной  величины,  а  дру¬ 
гой —  соотвѣтственныя  значенія  второй  перемѣнной  величины. 
Указаніе  на  соотвѣтствіе  значеній  двухъ  величинъ  равносильно 
утвержденію,  что  между  ними  существуетъ  функціональная  за¬ 
висимость,  такъ  что  одну  изъ  нихъ  можно  взять  за  независимое 
перемѣнное,  а  другую  за  ого  функцію.  Видъ  указанной  зависи¬ 
мости  можетъ  быть  неизвѣстнымъ. 

Задача,  извѣстная  подъ  названіемъ  интерполированія ,  заклю¬ 


чается  въ  слѣдующемъ:  даны  п  значеній 

Я' 1 »  *^2  ••••'  . ( Я) 

перемѣннаго  х  и  п  соотвѣтственныхъ  значеній 

У 2'  •  •  •  *  Уп . (?) 


функціи  у  =  { (х) .  Найти  значеніе  этой  функціи  для  нѣкотораго 
значенія  х  =  а>  не  содержащагося  въ  числѣ  значеній  (а). 
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Глава  XX.  Интерполированіе. 


Въ  болѣе  узкомъ  смыслѣ  опредѣленіе  Да)  называется  интерполироеа 
темъ,  если  а  лежитъ  внутри  интервала,  заключающаго  числа  (а),  если  же  а 
лежитъ  внѣ  указаннаго  интервала,  то  опредѣленіе  Да)  называется  экстра¬ 
полированіемъ. 

Если  функція  ((х)  неизвѣстна,  то  поставленная  выше  задача 
является  неопредѣленной.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  п  паръ  соотвѣтствен¬ 
ныхъ  значеній  х  и  у ,  разсматриваемыхъ,  какъ  координаты  точки 
на  плоскости,  опредѣляютъ  на  плоскости  п  точекъ,  черезъ  кото¬ 
рыя  нужно  провести  кривую  у  =  /\х).  Ордината  ((х)  этой  кривой, 
соотвѣтствующая  абсциссѣ  х=а ,  есть  искомое  задачи.  Но  черезъ 
и  точекъ  можно  провести  безчисленное  множество  кривыхъ.  Слѣ¬ 
довательно,  задача  интерполированія  допускаетъ  безчисленное 
множество  рѣшеній. 

Неопредѣленность  задачи  можно  устранить  введеніемъ  допол¬ 
нительныхъ  условій,  которымъ  должна  удовлетворять  функція  ((х). 
Обыкновенно  этими  условіями  служатъ  требованія  непрерывности 
функціи  ((х)  и  наибольшей  простоты  ея  аналитическаго  выраже¬ 
нія.  Оба  требованія  выполняются,  если  за  функцію  ((х)  возь¬ 
мемъ  цѣлый  многочленъ  возможно  низкой  степени,  содержащій 
столько  коэффиціентовъ,  чтобы,  выбирая  ихъ  надлежащимъ 
образомъ,  можно  было  дать  ему  указанныя  въ  задачѣ  значенія 
для  извѣстныхъ  значеній  перемѣннаго. 

Такъ  какъ  число  данныхъ  соотвѣтственныхъ  значеній  пере¬ 
мѣннаго  и  функціи  равно  п,  то  такимъ  многочленомъ  является 
многочленъ 

Ро  -\~Р\х  4  Ріх~ 4 •  •  -\~рп-\хп  1 . (тг) 

{п — 1)-ой  степени,  содержащій  п  коэффиціентовъ,  для  опредѣле¬ 
нія  которыхъ  служитъ  система  линейныхъ  уравненій: 

Ро  4  Ѵ\х\  4  Ріх\  4  •  •  •  4  =  Уі . 

Ро  +  Рі*2  +  Ѵгхг  4  •  •  •  4  Рп—\хг~л  =  Уѵ 

Ро  +  РіХи-\-Р%Х1  4  •  •  •  4  Рп- 1*»"-1  =  У  и- 

Теоретически  рѣшеніе  этой  системы  уравненій  относительно 
р  но  представляетъ  никакихъ  затрудненій.  Но  на  практикѣ,  когда 
число  п  является  большимъ,  важно  имѣть  такіе  пріемы,  которые 
бы  упрощали  и  сокращали  всѣ  вычисленія,  нужныя  для  опредѣ¬ 
ленія  коэффиціентовъ  р. 

Въ  слѣдующихъ  §§  указаны  двѣ  интерполяціонныя  формулы 
(Лагранжа  и  Ньютона),  которыя  служатъ  для  этой  цѣли. 

Интерполированіе  при  помощи  многочлена  (у)  называется  па¬ 
раболическимъ,  такъ  какъ  оно,  въ  геометрической  постановкѣ  за- 
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дачи,  состоитъ  въ  проведеніи  параболы  (п  —  1)-аго  порядка  че¬ 
резъ  п  данныхъ  точекъ. 

§  209.  Интерполяціонная  формула  Лагранжа.  Задача,  кото¬ 
рую  рѣшаетъ  формула  Лагранжа,  состоитъ  въ  слѣдующемъ:  со - 
ставить  цѣлый  многочленъ  (п  —  1  Уой  степени ,  принимающій  при 


значеніяхъ 

хѵ  х2 » •  • »  хп . 

перемѣннаго  х  соотвѣтственно  значенія 

Уѵ  %*•••»  Уп> . (?) 


при  чемъ  числа  (а)  всѣ  различны  между  собою. 

Составимъ  сначала  цѣлую  функцію  у(х),  обращающуюся  въ 
нуль  при  каждомъ  изъ  значеній  (а)  (см.  §  151): 

у(х)  =  (х  —  хг)  (х  —  х2)...{х  —  хп). 

Въ  раскрытомъ  видѣ  <^(.г)  представляетъ  цѣлый  многочленъ 
п- ой  степени.  Производная  ого  выражается  слѣдующшп,  обра- 
зомі>  (§  127): 

*'(х) = 'т  +//  + УУ ' 

Отсюда  находимт,: 

<?’(**)=  1іт  ~~Г  =(х—Хі)(х—х2) . . (х—хк-і)(х—хк+і) •  •  (**—*„)• 

Х=Х/:  х 

Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  функція 

1  ср(а?) 

Ч\хк)  '  х—хк 

обращается  въ  нуль  при  всѣхъ  значеніяхъ  (а)  перемѣннаго  х 
кромѣ  хк ,  а  для  х  —  хк  она  обращается  въ  1. 

Поэтому  функція 

?/1  .  іМ.  I  А.  .  I  I  .  У*_  .  <?(*)  , 

(рѴі)  ж—  #1  <р'(ж2)  ^2  Г’“П  <р'(ж„)  ж  — 

представляющая  въ  раскрытомъ  видѣ  многочленъ  (п — 1)-ой  сте¬ 
пени  и  принимающая  при  значеніяхъ  (а)  перемѣннаго  х  значе¬ 
нія  ф,  есть  искомая.  И^акъ, 


к  —  п 
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или  въ  другой  формѣ 


Н  Л  ■_  (х—хх)(х—хЛ) . .  (х  —хп) 
П)~  (х-х2){хх-х,)..(х-хп) Уі  1 


(х—х^)(х—х2)..  .(х—хп) 

(^2  *^з)‘  *(*^2  *^п)  Л  ^ 


(а?  —  д^Ка?  -г-  а?2) .  .  (х  —  ду№_1) 
(*»  ^іХ^л  ^2)  •  •  (хп  ^п—  і) 


(136) 


Эта  формула  есть  интерполяціонная  формула  Лагранжа. 

§  210.  Конечныя  разности  различныхъ  порядковъ.  Для  вы¬ 
вода  интерполяціонной  формулы  Ньютона  нужно  познакомиться 
съ  основаніями  теоріи  конечныхъ  разностей. 

Пусть  мы  имѣемъ  нѣкоторую  функцію  {(х)  перемѣннаго  х. 

Приращеніе  Д/*(а?)  функціи,  когда  х  получаетъ  приращеніе  Ах, 
называется  конечной  разностью  или,  просто,  разностью  функціи  /*(а?); 
изъ  опредѣленія  слѣдуетъ,  что 


Ь{(х)  =  {(х-\-Ь,х)—і‘ (х) . 


Въ  теоріи  копочныхъ  разностей  разсматривается  прерывное 
измѣненіе  независимаго  перемѣннаго,  при  чемъ  приращенія,  по¬ 
средствомъ  которыхъ  совершается  переходъ  отъ  одного-  значенія 
къ  слѣдующему  за  нимъ,  считаются  равными.  Такимъ  образомъ, 
если  Ах  =  Іі  и  хѵ  х2,...,  хп  суть  послѣдовательныя  значенія  пе¬ 
ремѣннаго,  то 

х2  хг  —  х3  х2=  .  .  .  —  хп  хп_1  =  Л. 


Составивъ  для  этихъ  значеній  перемѣннаго  х  значенія  функ¬ 
ціи  ?(х),  получимъ  рядъ  чиселъ: 

А*2),  А*3)>  -  •  А*„)- 

Черезъ  вычитаніе  каждаго  члена  этого  ряда  изъ  послѣдующаго 
находимъ  разности  функціи  /*( [х): 

А*2)— А*і)=ДА*і);  А*3)— А*2)=ДА*2);  •  •  •;  А*.)— А«^-і)=АА^і)- 

Эти  разности  называются  первыми  разностями  или  разностями 
перваго  порядка. 

Прилагая  указанный  процессъ  къ  первой  разности,  которая, 
вообще  говоря,  есть  также  функція  х ,  мы  получимъ  разности 
первыхъ  разностей,  которыя  называются  по  отношенію  къ  функ¬ 
ціи  Да;)  вторыми  разностями  или  разностями  второго  порядка  и 
обозначаются  символомъ  Л2,  такъ  что 

Аф(хг) = а{{х2)  —  д Д2Л*2) = 4Л*3>  —  ДЛ*2); . 

Тѣмъ  же  путемъ  можно  составить  разности  третьяго,  четвер¬ 
таго  и,  вообще,  п-аго  порядка. 
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Примѣръ.  Если  /*( х)  =  х 2,  то  при  Л=  1  и  хх  =  \  легко  соста¬ 
вить  слѣдующую  таблицу: 


X 

а2 

Ах2 

Д2Х2 

Д3#2 

1 

1 

3 

2 

0 

2 

4 

5 

2 

0 

3 

9 

7 

2 

4 

16 

9 

5 

25 

Первый  столбецъ  таблицы  представляетъ  значенія  перемѣн¬ 
наго  Ху  второй — значенія  функціи  х 2,  третій,  четвертый  и  пятый 
содержатъ  разности  соотвѣтственно  перваго,  второго  и  третьяго 
порядковъ. 

§  211.  Главныя  свойства  конечной  разности.  Укажемъ  глав¬ 
ныя  свойства  конечной  разности,  вытекающія  изъ  ея  опредѣленія. 

a)  Разность  функціи ,  сохраняющей  постоянное  значеніе ,  равна 
нулю.  Въ  символахъ  это  свойство  выражается  равенствомъ:  АС±=  О, 
гдѣ  С  есть  постоянное  число. 

b)  Разность  функціи  періодической  равна  нулю}  если  періодъ  ея 
равенъ  щшращенію  1г  перемѣннаго. 

c)  При  вычисленіи  разности  мооісно  выносить  за  знакъ  разности 
постояннаго  мноэісителя:  Д Сф(х)  =  С\((х). 

д)  Разность  алгебраической  суммы  равна  суммѣ  разностей  сла¬ 
гаемыхъ. 

§  212.  Разность  степени.  /*( х)  =  хп ,  гдѣ  п  есть  натуральное 
число.  Составимъ  разность  этой  функціи: 

кхп  =  (х  -[-  1г)п  —  хп  =  п1гхп -1  -|-  — — -  №хп  2  4-* . .  4“  ^Л* 

1  •  и 

Эта  формула  показывает!,,  что  первая  разность  степени  выра¬ 
жается  многочленомъ,  степень  котораго  на  1  меньше  я,  т.-о. 
показателя  данной  степени. 

Такъ  какъ  разность  многочлена  равна  алгебраической  суммѣ 
разностей  его  членовъ  (§  211,^),  то  первая  разность  многочлена 
я-ой  степени  выражается  многочленомъ  (п  —  1)-ой  степени,  вто¬ 
рая —  многочленомъ  (п  —  2)-ой  степени,...,  я-ая —  многочленомъ 
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нулевой  степени,  т.-ѳ.  постояннымъ  числомъ,  а  разности  поряд¬ 
ковъ  выше  п  обращаются  въ  нули  (§  211, а). 

Но  трудно  убѣдиться  что 

Дп#п  =  1.2..  .пЛ", 

Д"0Роа'п  -\-ріхп-Л  4- .  .  -\-рп)  =  1 . 2 .  . .  пр0Іі\ 

§  213.  Факторіальная  функція  и  ея  разность.  Факторіаль¬ 
ной  функціей  или  факторіаломъ  называется  функція  вида: 

х(х  —  1г)(х  —  2 Л) . .  [х  —  (ж  —  1)й] . 

Обозначимъ  эту  функцію  черезъ  аФліл)  и  найдемъ  ея  разность: 

ДфМ*)— -Ь)х{х- — Ъ) . .  [х — (ж — 2)й] — х(х—1г){х — 2  Ъ).\х — (ж — 1)Л]= 
=  х(х  —  Н) ...  [х  —  (ж  —  2)Іг]  {(а;  й)  —  [а;  —  (ж  —  1)Д]}  = 

=  а*(а;  —  й) .  .  [х  —  (ж  —  2)й] .  тіь  —  жйл’(,Л“ 1 1  л) . 

При  й  =  1  факторіалъ  представляетъ  произведеніе 

х(х  —  1)(а;  —  2) ...  (х  —  ж  +  1) 

ж  уменьшающихся  на  единицу  множителей;  онъ  обозначается 
символомъ  аФ*);  разность  его  выражается  формулой 

=  ѵпх(т—Л\ 

аналогичной  формулѣ  (70). 

Изъ  этой  формулы  легко  вывести  слѣдующія  выраженія  для 
разностей  высшихъ  порядковъ: 

—  т(ш - 1)#("»-2) ;  Д3#(«0  —  т(т  —  \)(т  —  2).г(т~3) ; . .  . 

д« \ХЫ —  1) .  .2.1;  ДЛх,(,п)=0  для  ?г^>т. 

§  214.  Выраженіе  ю-ой  разности  черезъ  послѣдовательныя 
значенія  функціи  и  обратная  задача.  Если  обозначимъ  для 
краткости  функцію  /’(т)  черезъ  у,  а  значенія  ея  для  значеній 

.г,  х-\-1і ,  х-\-  2й,. . . .,  х-\ -пй, .... 

перемѣннаго  а:  черезъ 

2/х’  2/х  +  Л’  2/х+2/і’***»  Ух+пКч . 

то  по  опредѣленію  разности  найдемъ  равенства: 

Ду*=у*+;.— ?/*; 

^Ух~(Ух+Ѵх  Ух+і)  (Ух+Н  Ух)  Ух+21,  ^Ух+К~\~  Ух'і 

Д  Ух~(Ух+  ЗЛ  ^Ух+2к  4“  Ух+ь)  ~  (Ух+21, -  2ух+п  ~Ь  Ух)  = 

=  Ух+Зк  —  3Ух+2и  +  Зух+Л  —  ух. 
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Замѣчая,  что  коэффиціенты  въ  правыхъ  частяхъ  двухъ  по¬ 
слѣднихъ  формулъ  суть  коэффиціенты  разложеній  2-ой  и  3-ьей 
степени  бинома,  по  аналогіи  напишемъ  выраженіе  разности  Ьпух: 

ДпУх  =  Ух+,л  —  Ск/х+(п_1)к  +  СХ+(п-2)ь  —  •••+(—  •("') 

гдѣ  С  со  значками  суть  биноміальные  коэффиціенты.  Для  дока¬ 
зательства  справедливости  этой  формулы  примѣняютъ  способъ 
заключенія  отъ  п  къ  п  -|~ 1 ,  т.-е.,  допуская  справедливость  ея  для 
числа  п,  составляютъ  при  помощи  этой  формулы  выраженіе  для 
1п+1ух  и  показываютъ,  что  полученное  выраженіе  получается  изъ 
формулы  (8)  замѣной  п  черезъ  п-\-  1. 

Такимъ  же  пріемомъ  рѣшается  и  обратная  задача,  т.-е.  задача 
о  выраженіи  ух+пП  черезъ  послѣдовательныя  разности. 

Изъ  опредѣленія  разности  слѣдуетъ,  что 

Ух+Л  =  ДУх4~Ух- 

Изъ  этого  равенства  выводимъ  слѣдующія: 

у.+ 2н = + Ух) .+.  (Ду*  4-  Ух) — Д2у.г  4- 2  ДУх 4- у.; 

Ух+з/. = Д(Д2Ух 4- 2ДУх  4"  Ух)  +  (Д  2Ух  4"  2ЛУх  Н-  Ух)  — 

= Д3Ух  4"  2Д2Ух  4“  2ДУх  4"  Ух- 
Отсюда  по  аналогіи  пишемъ  выраженіе  для  ух+пК : 

Ух+ш. = Д"Ух  4-  С‘Д-,У. + с*ь—  *ух  4-  •  •  •  4-  Ух- 

гдѣ  (7  со  значками  суть  биноміальные  коэффиціенты.  Справедли¬ 
вость  этой  формулы  доказывается  способомъ  заключенія  отъ  п 
къ  п- {-  1 . 

§  215.  Интерполяціонная  формула  Ньютона.  Формула  Нью¬ 
тона  рѣшаетъ  ту  же  задачу,  которую  рѣшаетъ  формула  Лагранжа 
(§  209),  но  для  того  случая,  когда  значенія  перемѣннаго  х ,  т.-е. 
хѵ  .г2,...,  хп ,  суть  числа,  равноотстоящія  другъ  отъ  друга. 

Пусть 

*2  —  Х1  =  *3  —  ==■ ■  •  •  =  1  =  *• 

Возьмемъ  многочленъ 

У  ~Ѵ О  4- Рі(х  —  х\)  -\-Рг(х— х\)(х  —  ^  —  А)  4-  } 

4-і>з(ж  —  х^х  —  хх  —  к)(х  —  х{—  2А)4-. . . _  >  . .  (=) 

4" Уп-і(х  —  х\)Хх  — х!  —  Щх  —  х\  —  2А)  . . . .  (х  —  хх  —  п  —  2А) ) 

(п — 1)-ой  степени  н  опредѣлимъ  коэффиціенты  р  такъ,  чтобы 
для  х  =  хѵ  х2У...,  хп  значенія  его  были  соотвѣтственно  равны 

Уѵ  Уѵ  •  •  >  Уп • 
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Для  этого  нужно,  чтобы  коэффиціенты  р  удовлетворяли  слѣ¬ 
дующей  системѣ  уравненій: 


У\—Р  о; 

У2  =  Ро+Рг^ 

Уз=Ро~і~  ЯрЛ  . 1  .р2Іі2', 

Уі  =Ро  +  ЬЛ  +  з .  2р,Л*  +  3.2.  1р3А3; 


Уп=Р о  +  (»  —  1  )1\Ь,  +  («  —  1  ){п  —  2)р2кч-  + .  .  + 
+  (п  —  1)(»  —  2). .  .2.1  .рп_гЬп  1. 


Первое  изъ  этихъ  уравненій  даетъ  значеніе  коэффиціента  р0. 
Для  опредѣленія  рг  вычтемъ  почленно  каждое  уравненіе  изъ 
послѣдующаго.  Получимъ  (§  210): 

ЬУг  +  2  •  ^г7*2; 

&Уз  ~Р\^  +  2 .  2/?3А2  +  3 . 2 . 1р3А3; 


Ду»_а  =РгА  +  2 .  (и  —  2)р2№  +  Цп  —  2  )(п  —  3)р3А3  + 
4-  4(и  —  2)(и  —  3)(п  —  4)р4Л4 .  ♦ 

(я  —  1)(я  —  2)(;г  —  3). . 2  Л 


Первое  изъ  этихъ  уравненій  даетъ  значеніе  рѵ  Для  опредѣ¬ 
ленія  слѣдующаго  коэффиціента  составимъ  вторыя  разности 
функціи  у: 

Д2  ух  =  2 . 1р2Д2; 

Д2>/2  =  2  Л  .М2  +  3 . 2 . 1р3к*: 

Д  %  =  2 . 1р2А5  +  3.2.2  ,^3А3  +  4 . 3 . 2 . 1  р4А4. 


Первое  изъ  этихъ  уравненій  даетъ  значеніе  р2.  Ясно,  что, 
продолжая  составленіе  разностей  высшихъ  порядковъ,  мы  будемъ 
получать  системы  уравненій,  первыя  изъ  которыхъ  доставятъ 
послѣдовательно  значенія  /?3,  рѵ.  рп_ѵ 
Значенія  эти  слѣдующія: 


Ху.  1  Д2^ 

Ро  —  Уѵ  Рі  —  д  5  Р2  •  і .  2  Д2  ’ 

1 

Гп-1  —  1 . 2 . .  (»  —  1)  '  А"-1 


1 

О.  3 


дѵ 

А3  ’ 
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Подставляя  эти  значенія  р  въ  многочленъ  (г),  находимъ 

У  —  2/і+  1  А  .  ГТ2  + 

,  (х  —  хг)(х  —  х1  —  к)(х  —  х1  —  2 А)  Д3*/,  ,  /1Ч7^ 

+  1.2.3  _ 1  *»+••'  |  1  ' 

,  (# —  а^Х# —  —  Ъ)..(х — хг —  п  —  2 к)  ДЛ~;1*/1 
1  1.2.  .(п—  1)  '  "Л^Г‘ 

Эта  формула  называется  интерполяціонной  формулой  Ньютона. 

§  216.  Погрѣшность  интерполяціонныхъ  формулъ.  Когда 
интерполяціонными  формулами  пользуются  для  вычисленія  зна¬ 
ченія  извѣстной  функціи  ср(я)  при  х  =  а ,  зная  ея  значенія  при 
х  =  хѵ  #2 , . . . ,  а?Л,  то  является  вопросъ  о  степени  точности  по¬ 
лучаемаго  при  этомъ  результата. 

Этотъ  результатъ  представляетъ  значеніе  {(а)  интерполяціон¬ 
наго  многочлена,  входящаго  въ  формулы  (136)  и  (137),  а  по¬ 
грѣшность  вычисленія  выражается  разностью  <р(а) — /(а).  Оцѣнка 
величины  этой  разности  рѣшаетъ  вопросъ  о  степени  точности 
результата  вычисленія  по  интерполяціонной  формулѣ. 

Найдемъ  выраженіе  этой  разности. 

Пусть 

<Р(«)— {(а)  =  К. 


Составимъ  функцію  Г(х)  слѣдующимъ  образомъ: 


Г(х) 


Ч(х)  —  ^(х)  —  К 


(ж  — — г2). 
(а  —  х  !>  (а  —  х2) . 


,  (х  —  хп) 

•(«  —  *„) 


Легко  видѣть,  что  функція  /*'(.г)  обращается  въ  нуль  при 
х  =  хѵ  х2,...,  хп ,  а.  Весь  интервалъ,  опредѣляемый  наимонь- 
шимъ  и  наибольшимъ  изъ  этихъ  чиселъ,  разбивается  на  п  интер¬ 
валовъ,  въ  каждомъ  изъ  которыхъ,  по  теоремѣ  Ролля  (§  135), 
лежитъ  по  крайней  мѣрѣ  одинъ  корень  производной  Р(х)  функ¬ 
ціи  1\х).  Слѣдовательно,  въ  указанномъ  выше  интервалѣ  функ¬ 
ція  1^(х)  имѣетъ  по  крайней  мѣрѣ  п  корней.  Поэтому  въ  томъ 
же  интервалѣ  функція  Ѵ(х)  имѣетъ  по  крайней  мѣрѣ  (п  —  1)  кор¬ 
ней,  функція  Р"'(х) — по  крайней  мѣрѣ  ( п  —  2)  корней,...,  функ¬ 
ція  І'(п)(х) — по  крайней  мѣрѣ  одинъ  корень. 

Но 

_ 1.2. .  .пК _ 

(а  —  хх)(а  —  х2) - (а  —  хп)' 


=  Ср(п)(.г)  — 
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такъ  какъ  какъ  п- ая  производная  многочлена  (п  —  1)-ой 

степени,  обращается  въ  нуль. 

Поэтому  существуетъ  число  $,  лежащее  между  наименьшимъ 
и  наибольшимъ  изъ  чиселъ  хг,  #п,  я,  которое  служитъ 

корнемъ  т.-о. 


0. 


Отсюда  находимъ: 


(и  —  .т])(а  —  х2). ,  ■  («  — ж„)  {п)Г 
19™  т  ѴѴ 


1.2. . . п 


По  этой  формулѣ  можно  найти  наибольшее  значеніе  7ѵГ,  когда 
неизвѣстное  намъ  число  3  лежитъ  въ  данномъ  интервалѣ,  и  тѣмъ 
самымъ  оцѣнить  ошибку,  являющуюся  результатомъ  употребле¬ 
нія  интерполяціонной  формулы. 


ОГЛНВЛЕНІЕ. 


(Цифры  указываютъ  страницы). 

Предисловіе  ко  2-ому  изданію . 
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дѣляемой  степеннымъ  рядомъ.  237. — Интегралъ  функціи,  опредѣ¬ 
ляемой  степеннымъ  рядомъ.  238. — Разложеніе  функцій  въ  ряды. 
239. — Разложеніе  въ  ряды  с®,  аіпх.  соях.  244. — Приложеніе  ря¬ 
довъ  къ  вычисленію  зінх  и  со8Х.  246. — Связь  между  показатель¬ 
ной  функціей  и  тригонометрическими.  247. — Разложеніе  въ  рядъ 
логариѳма.  248. — Вычисленіе  логариѳмовъ.  250. — Разложеніе  въ 
рядъ  (І-І-л*)”'-  252. — Геометрическія  иллюстраціи.  254. — Рядъ  Тэй¬ 
лора.  256. — Рядъ  Тэйлора  для  функціи  двухъ  перемѣнныхъ.  257. — 
Упражненія.  259. 

Глава  XVIII.  Нѣкоторыя  приложенія  теоріи  рядовъ  ....... 

Неопредѣленныя  выраженія.  260. — Неопредѣленныя  выраженія 
вида  261. -Неопредѣленныя  выраженія  вида  262.  —  Не¬ 
опредѣленныя  выраженія  видовъ:  о о — оог0.  со,  0°.  сс°.  Iе0*  264.— 

Махіта  н  тіпіта  функцій  одного  перемѣннаго.  265. — Приближен¬ 
ное  вычисленіе  корней  алгебраическаго  уравненія(способъ  Ньютона). 
267. — Интегрированіе  при  помощи  рядовъ.  270. — Упражненія  271. 
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Глава  XIX.  Нѣкоторыя  геометрическія  приложенія  дифференціаль¬ 
наго  и  интегральнаго  исчисленій.  Понятіе  о  двойномъ  и  трой¬ 
номъ  интегралахъ . 

Касательная  и  нормаль  плоской  кривой.  272.  —  Длина  дуги 
кривой.  274. — Кривизна  кривой.  27(5. — Кругъ  кривизны.  277. — Эво¬ 
люта.  278.— Циклоида.  279.  -Квадратура  площадей.  282. — Выра¬ 
женіе  площади  черезъ  двойной  интегралъ.  284. — Вычисленіе  объ¬ 
емовъ.  286. — Объемъ  эллипсоида.  288. — Объемъ  тѣла  вращенія. 
289. — Упражненія.  292. 

Глава  XX.  Интерполированіе.  Интерполяціонная  формула  Лагранжа. 
Основанія  теоріи  конечныхъ  разностей.  Интерполяціонная 
формула  Ньютона . 

Задача  интерполированія.  293. — Формула  Лагранжа.  295. — Ко¬ 
нечныя  разности  различныхъ  порядковъ.  299. — Главныя  свойства 
конечной  разности.  297. — Разность  степени.  297. — Факторіальная 
функція  и  ея  разность.  298. — Выраженія  /»-ой  разности  черезъ 
послѣдовательныя  значенія  функціи  и  обратная  задача.  298. — Фор¬ 
мула  Ньютона.  299.  —  Погрѣшность  интерполяціонныхъ  фор¬ 
мулъ.  301. 
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